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KELTMINATION 


INTRODUCTION 


Il  n'existe  je  crois  qu'une  seule  monographie  sur  la 
théorie  de  Féliniination  ;  elle  a  élé  publiée  en  1809  par  le 
chevalier  Fàa  de  Bruno  ;  depuis,  cette  théorie  s'est  beau- 
coup simplifiée,  et  aucun  livre  d'algèbre  ne  contient  sur 
cette  matière  tous  les  développements  qu'elle  comporte. 
Je  crois  donc  faire  œuvre  utile  en  résumant  toutes  les 
méthodes  connues  et  en  en  faisant  connaître  un  certain 
nombre  que  je  crois  nouvelles. 

Le  problème  de  l'élimination  a  surtout  pour  init,  ou 
au  moins,  avait  autrefois  pour  but  la  résolution  des  équa- 
tions algébriques  à  plusieurs  inconnues,  il  avait  pour 
but  de  remplacer  un  système  d'équations  par  d'autres 
équivalentes  et  dont  l'une,  ne  contenant  plus  qu'une 
inconnue,  permettait  alors  d'en  trouver  les  diverses 
valeurs.  Mais  ce  but  s'est  beaucoup  élargi,  et  l'on  peut 
dire  que  le  proldème  de  l'élimination  a  pour  but,  étant 
données  des  fonctions  entières  /",  /j,  f\,  ...  f\  de  n 
variables  j:^,  x.,,    ...    .r„,  de    tiouver   une    fonction  R  des 
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cocdicipiits  de /y,  /j  ...  /,',  :   i^cjui  soit  entiers  par  rapport  ; 

à  ces  coelficients  ;  s>'*  qui  puisse  se  mettre  sous    la  forme  i 

R  =  V„  4- >.,/•,.. +>.«/■« 

Ay,  Aj  ...  désignant  des  polynômes  entiers  par  rapport 
il  .fj,  .r.,  ...  ,r„  et  aux  coefficients  de  /^j,  /j  ...  /,",  ;  3'^  qui 
soit  de  degré  minimum  par  rapport  à  ces  coelficients. 
Cette  fonction  R  dont  l'existence  sera  démontrée  est  Véli- 

rniruint  ou  le  /■ésiiltanl  dv  /„,  /i,  .   .  /„• 


CHAPITRE  PREMIER 

É  L  I  JI I  X  A  T  I  O  N     ENTRE     DEUX     É  Q  U  A  T  I  O  X  S 

I .  Notions  préliminaires.  —  Toute  équation   algébrique    de 
degré  n 

"ù*"  +  '''i-*'"  "  '  +  "î"*'"  ^  '  -\-  ■■■  -|-  «n  =  o, 

dans  laquelle  cq,  «i,...  désignent  des  quantités  indépendantes 
de  X  dont  la  première  n'est  pas  nulle,  admet  comme  l'on  sait 
Il  racines  réelles  ou  imaginaires  de  la  forme  oc  +  p  y/ — i,  que 
nous  appellerons  a,,  a.,...  a„;  nous  désignerons  par /"  |.r)  le  pre- 
mier mendjre  de  cette  é([ualion  et  nous  aurons 

f[.r)  =  Og  [x  —  a,)  [x  —  a,)  . . .  (.r  —  a„  ) , 
et  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  membres, 

r(r)  _       I        ,        I       ,         ,1 


/■(■^; 


Chacune   des    fractions    simples   qui    entrent    dans   le  second 
membre  est  développable  sous  la  forme 


.2 


pourvu  que  le  module  de  x  soit  supérieur  au  module  maximum 
des  racines,  et  si  l'on  pose 

Sç^  —  n  —  Z'j.'',         s,  =  £a,...         5,,  =  Sa/'  ,... 
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on  aura 

En  sorte  que   la  fonetion  s^,  sera  le   coc/'/icicnt  de         ,   dans    le 

dci'clon/jcinent  de  -ft — ■  en  série  ordonnée  suivant  les  naissances 

croissantes  de  — . 
X 

Chacun  des  termes  du  second  nicujln'e  de  (i)  peut  aussi  se 
développer  comme  il  suit 

X  —  a,  |_  «,  a,-  oii"'    '  ' J 

pourvu  rpie  le  module  de  x  soit  inférieur  au  module  minimum 
des  racines  aj,  a,...,  en  sorte  que  si  l'on  pose 

on  aura 

.    m  =  _.,_. _....., 

f  '•'■) 

et  —  s_p  sera  le  coefficient  de  j:''      dans  le  dé^'cloppemcnt  de 

ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  de  .r. 

Plus   généralement  :    Si   l'on  désigne   par  o  (./■    un  pohjnùnie 
entier  en  x,  le  reste  de  la  division  de  o  [x]  par  f  {.cj  sera 

En  effet  il  existe  un  polynôme  Q  lel  (jue 
(3)  o{x)  =  Qf{x)  +  R. 

Si  dans  cette  formule  on  fait  x  =  a,,  on  a  f  {x)  =  Il  (a,);  R  (x) 
est  donc  complètement  déterminé  par  cette  condition  qu'il  se 
réduit  à  /"(a,)  pour  x  =  (Xi  puisqu'il  est  du  degré  n  —  i  au  plus  et 
le  premier  membre  de  (i)  jouit  précisément  de  cette  propriété, 
il  est  déterminé  pai-  ce  que  l'on  appelle  la  formule  d'interpo- 
lation de  Lagrange,  dont  nous  aurons  à  faire  un  fréquent  usage 
dans  la  suite. 


UKVELOl'PEMI-NT    D  UNE    I-ONCTIOX    liATIONNELLE    EN    SEKIE       (J 

On  peut  donc,  des  foi-mules  (u;)  et  (i),  conclure 

et  en  changeant  9  (j;)  en  o  (••'j  f  (-^'j 

Si  l'on  suppose  le  module  de  ./    suffisamment  grand,    on   aura 
toujours 


et  (',)  deviendra 


0 

U)  f 

\x) 

0 

t\-rj 

En 

sorte 

que 

X  '-i      x 

'1 

ioppcincnt  de  ^- 
sanlcs  de  .r. 

l.r)r(. 

- 

:o  {y.,,  )  ^y.o  (g;,) 


z^,|   es;  /c   coefficient  de  —  r/o/zs   /c   f/cn-c- 
ovdonnc  siii^'ant  les  jjiiissances  déerois- 


i--  Développement   d'une    fonction    rationnelle    en   série.    — 

Considérons    une   fonction   rationnelle  -h- —  .  on    sait   qu  elle 

est  développable  en  une  somuie  d  éléments  simples  de  la  lorme 

A./''  et —  en  nombre  fini,  A,   B,  y.  désignant  des  cons- 

tantes   qui   peuvent  être  quelconques  et  p,   q    désignant    des 
entiers;  si  .r  est  de  module  suffisamment  grand  [plus  grand  que 

le  plus  grand  des  modules  des  racines de/f.r)^  o]  ■. —  est 

développable  sous  la  forme 


{x-  a)-7  =  .r-?  +   X  ,r-  7  -  i  a  +  JLiidL^J-  ,r-  7  -  2  ^^  + 


donc     •  peut  se  développer  lui-même  suivant  les  puissances 

décroissantes  de  .r  en  une  série  convergente,  et  cela  dune  seule 
manière  [toujours  en  supposant  module  (.r)  supérieur  au  plus 
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grand  des  modules  des  racines  de  f  (.r)  =  0].  Pour  effectuer 
ce  développement  il  n'est  pas  nécessaire  de  connaître  les  raci- 
nes de  /"(.r)  1=  (),  il   suffit  de  poser 

n^T"  ''''■■''■  +'"'■  -  '  ■"■'■  "'  +  ••■  +  ''"  +  T^  +  ^'  +  •■• 

et,  en  supposant  /"(.;•)  =  a  ./V  +  «1  .r"-*  +  ...  +  a^,  on  a 

o  (.r)  :i=(^/>,.r''-  +  ...  h,  +  -^  +  -^  ...ju,„r"  +.,,r''  +  ...). 

■•-n  égalant  de  part  et  dauln;  les  coefficients  des  mêmes 
puissances  de  .t,  on  a,  en  appelant  m  le  degré  de  o  (.rj  et 
f^m.  dm-i---  ses  coefficients  (/»  =  /.■  -\-  11}  : 

d,;,  -2  =  «:/'/.  -  :;  +  nj,,,  _  ,  +  a, h,,. 


La  première  équation  donne  toujours  6/,.  car  «o  est  différent 
de  zéro,  la  seconde  Z'/._i  et  ainsi  de  suite.  Il  faut  dailleurs 
remarquer  que  le  développement  sera  récurrent,  c'est-à-dire 
qu'à  partir  d'un  certain  moment  dans  les  équations  obtenues 
les  coefficients  des  inconnues  bp  seront  toujours  les  mêmes 
(affectés  à  des  inconnues  différentes).  Enfin  il  est  bon  de  remar- 
quer que  l'application  de  la  méthode  des  coefficients  indéter- 
minés revient  au  fond  à  lapplication  de  la  règle  de  la  division 
des  polynômes. 

'•  Formules  de  Nev/ton.  —  Appiicpums  les  considérations 
précédentes  à  la  recherche  des  sommes  des  puissances  sem- 
blables des  l'acines  de  l'équation  f  {-r)  =  o  ou 

«o-r"  4-  «i»-"  -  1  -f  ...  +  a„  =  o. 

en  posant  si  égal  à  la   somme  des   puissances  i  des   racines  on 
aura  (5^  i*""")  : 

f'x]     ~    .r    ^   .H    "^■" 


FORMULES    DE    NEWTON 


et,  en  identifiant, 


(n  —  ij  a^  =  r/i^,-,  +  «„.9j. 


«.  ^  .s-y, 

«o-S,   +  (/i   =1   o, 

«Q.Sj  -|-  a^.Sj  -)-  •21'^  =:  o, 

a^Sn  -\~  (I^Sn  _!...  +  ncin  =   O, 

û-o-^/i  +  «l'V  -  1  +  ■■•  +  «.,  *>  -  «  =  o. 

Ce  sont  les  formules  de  Newton,  qui  donnent  de  proche  en 
proche  5,,  s^,...  s„  ...  Sj,  ...  ou  au  moyen  de  déterminants. 
Nous   en  déduirons   en  particulier  la  formule  importante  fjui 

donne  — ~  en  fonction  de  .<f„,  s,,  .ç,   ...    s,  : 


(-1)" 


L  importance  de  cette  formule  consiste  dans  ce  fait  qu  elle 
fournit  le  produit  =t  — ^  des  quantités  x,,  x,  ...  y.,,  en  fonction 
des  sommes  Xa.  Xa-,  ...  Xx"  et  l'on  a 


(0 


Nous  en  ferons  bientôt  usage. 
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',.  Définition  précise  du  Résultant.    —   Première   méthode   de 
:alciil.  —  Soicnl  o  [j:]  et  'l  (.v)  les   deux  polynômes 


o  (x)  =flo.r'"+fl 


...    bn 


soient  ai,  a^,  . 
de  -i^  (.r)  =  o. 

On  a  les  identités 

n  (a,-  -  %) 


les  racines  de  o  (r) 


(-0" 


(xj  'j;  (x;)  ...-!/  (a„,) 

?(pi)?(;i.)--?(:^«), 


:elles 


V  4'  K)-  '^  ('^"  )  =  V"?  (.5,)-  ?  (P.  )  (-  0"  • 

a^  'y  (aj  ...  'i/  (x,,,)  sera  ce  ({ue  j  aj){)ellerai  le  résultant  de  'y  et 
de  o  ;  ô™  9  (r^i)  •••  ^^^^  ^^  résultant  de  o  et  de  ■!/,  ces  deux  résul- 
tants sont  égaux  ou  égaux  et  de  signes  contraires,  ils  sont  Jionio- 
gènes  et  de  degré  m  par  rapport  aux  coefficients  de  'l,  homo- 
gènes et  de  degré  n  par  rapport  aux  coefficients  de  ç. 

Nous  avons  immédiatement  des  méthodes  pour  le  calcul  du 
résultant  :  nous  avons  vu  que  l'on  pouvait  calculer  facilement 
par  une  simple  division  (,§  i  et  'i)  les  sommes  I  'l  (a), 
I  ['I/(a)]'^,  S  ['i/(a)]^  ...,  et  nous  avons  vu  au  paragraphe  précé- 
dent comment  au  moyen  d'un  déterminant  on  pouvait  calculer 
le  produit  de  quantités  données  connaissant  la  somme  de  leurs 
puissances  semblables. 

Voici  une  seconde  méthode  : 


").  Seconde  méthode.  —  Le  déterminant  (en   conservant  les 
ncjtations  du  paragraphe  précédent) 


P  (2i,  2^...  a„  )  — 


est  égal  au  produit  de  toutes  les  différences  telles  que  a,  —  a/  , 
comme   il  est  facile  de  s'en  convaincre  en  observant  qu'il  san- 
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i;î 


nule   pour  a^  =  a^  =  t-i  ...  =  x^,  qu'il  est  divisible  par  suite 

par   a-i  —   ao,   a^  —   a^,  ...,   de    même   par  tous   les    binômes 

•I             11         ,    m  [m  —  i)  ,  1    -,    1 

a'  —  a'  :  il  est  de  degré  — ^^ comme  le    produit  de  ces 

différences;  enfin  le  terme  oc^  a^-...  a"|~'  a  le  même  coefficient 
que  dans  le  produit  des  différences,  quand  on  effectue  conve- 
nablement ces  différences.    Si  l'on  pose  si  =  S  a'-,  on  aura  : 


P-{a,,a.,...) 


formule  importante  dont  on  fait  un  fréquent  usage.  Cela  posé, 
le  résultant  de  ç  et  'l  est  au  signe  près 


«o"  V""(^'—  '^' 


P  (y.,,  y......  {i,,  p,...) 

P(a,,a,,..)P(8,,B,..;)  ""    "" 


a„"  h>" 


Le  numérateur  de  la  fraction  qui  figure  au  second  membre, 
est  le  produit  des  différences  des  racines  de  l'équation 
o  {.rj'b  (jc)  :=!<),  on  sait  le  calculer;  on  sait  calculer  d'une  façon 
analogue  les  deux  facteurs  du  dénominateur.  Le  résultant  peut 
donc  être  calculé  ainsi.  Je  ne  cite  cette  méthode  que  pour  être 
complet,  elle  sera  en  général  beaucoup  trop  compliquée,  elle 
est  d'ailleurs  tout  à  fait  dépourvue  d'élégance. 

().  Troisième  méthode.  —  On  a 


P  (a,,  a,...  a„)  'i.  (q(,)...'J>  (a,„)r^ 


a,'!/(ai),   a,  J/ (a.,)...  a„, '!>  (a„,  ) 


'l(ai),...     X,; 


hn,  ) 


Multiplions    cette    équation    membre   à   membre   avec   la   sui- 
vante : 


P(.,. 
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;t  nous  aurons  en  verlu  de(i) 


P2  (a,...)  <!^(aJJ.  (.,)..,  i(o<„0^ 


Sa'"-  '  <L(a),  ^yi""l  ,  a; 


d'où  l'on  déduit  II'}  (a)  et  par  suite  le  résultant.  l'2l  on  a  vu 
comment  on  calculait  P  et  les  élémenls  i)  a''I/ (a)  du  détermi- 
nant qui  figure  dans  cette  formule. 

Cette  méthode  déjà  plus  simple  n'exige  ])lus  que  deux  divi- 
sions. 

7.  Quatrième  méthode.  —  N  oici  une  méthode  très  générale 
et  qui  conlieiit  comme  cas  particuliers  d'autres  méthodes  en- 
seignées par  lùdei-,  Bezout,  Gauchy  et  Cayley. 

Conservant  toujours  les  mêmes  notations,  divisons  Oj  .r)  'l(.r), 
O2  (..c)  '}  (••c),..0  [j;)  'l  (,r)  par  9  Çr),  en  désignant  par  Oj,  Oj... 
des  polynômes  linéairement  distincts,  c'est-à-dire  tels  (juil 
n'existe  pas  d'identité  de  la  (orme 

À^O,  +À/i....  +  >.,„0,u  =  o 

).|,  À.,  ...  A,„  désignant  des  (juantités  indi''|)endanles  de  ./•  et 
de  degré  m  —  i  au  plus.  Désignons  par  q^,  (/■,  ...  '/,„  les  ({uo- 
tients  et  par  c,i-)-C/o.r-|- ... -j-c„„  .r"' ~  *,  les  restes,  nous  aurons 

^\'\'  —  Vi9  =  «^ii  +  Cl,.»-  +  •••  +  r,mr"'  -  <  , 
0„  6  -  rj,„  o  =  r„n  +  c,,,.f  +   ...  +  c,„„„r'"  "  '  : 

C     =   S=t   fiiCoo...    C,nn„ 

puis  faisons  successivement  .r  =  a^,  a,,  ...  a„,,  nous  aurons  ni^ 
équations  telles  que 

0,  i'Xj)  'l  (a,)  =  Cj,  4-  O/ay  +   ...    Cj,n'Xf  -  '  , 

qui  montrent  (jue  l'on  a 

\ll  (-Xj)  i:±  Oj  (a,)  0_,  (a,)...  0„,  (a„,  )  =:  CP  (aj,  a_,...  a„,  )  ; 
et  par  suite 


posons 


II']/ (a. 


P  (a,,  3(^...  a,„  ) 


CIXQUIEMt;    METHODE    DE    CALCHY  ij 

C  est  donc,  à  un  facteur  près  d'ailleurs  facile  à  calculer,  le  ré- 
sultant cherché. 

Un  choix  judicieux  des  fonctions  0  })eut  considérablement 
simplifier  les  calculs. 

Choisissons  O^  =  i,  f).,=x,  Q3=r.r-...  6,„  =j:'"~',  on  aura 
-  =t  Oi  (ai)  0.  (a.,)...  =  P  (ai,  a^...)  (J^  5)  et  par  suite 

II.J;  fx,)  =  C. 

Cette  méthode  a  l'avantage  de  n"(!xiger  qu'une  division,  celle 
de  'l  par  ç. 

8.  Cinquième  méthode  de  Cauchy.  —  Bien  que  Cauchy  n'ait 
pas  exposé  sa  méthode  en  suivant  la  marche  que  nous  allons 
indiquer,  c'est  je  crois  la  façon  la  plus  lumineuse  de  la  pré- 
senter. 

Et  d'abord  rien  n'empêche  de  supposer///  ^=  «  ;  pour  ob- 
tenir le  résultant  sous  la  forme  donnée  par  Cauchy,  il  suffit  de 
|)rendre  pour  les  fonctions  0^,  Oo, ...  les  coefficients  successifs 
du  quotient  de  la  division  de  '^  (y)  par  //  —  .v  ;  on  a,  en  effet 

o  (r)  — o  (,r)  'l  (r)—  -h  [x) 

Xo,  Xi...  X,„  _  1  désignant  des  polynômes  entiers  en  ,r,  des  de- 
grés /// —  I,  ••-,  o  respectivement  ;  le  coefficient  Xj  est  la 
somme  de  deux  polynômes  cp,-  et  <)^i  et  ç,  est  le  coefficient  de 
yi  dans  le  quotient  de  9  (?/)  ou  de  o  [y]  —  9  (.r)  par  y  —  x; 
'li  est  le  coefficient  de  y;  dans  le  quotient  de  '^  \y)  par  y  —  x  ; 
(jn  a  donc 

X,  est  de  degré  ///  —  i ,  c'est  le  l'este  de  la  division  de  <l  (x)  o,-  (.r) 
par  o  (x)  et  <i^i  [x)  est  le  quotient.  Si  donc  on  pose 

^i  =  C/„  +  (■']•»•  +  •••  +  '•<  [m  -  I)  -r'"  -  ' , 

on  aura 

{ I  )    'L  ;..r)  cp,  [x)  -  9  (.r)  J.,  (r)  =  r,-,  +  c-,-,.r  +  . . .  -^  cr,„,  _  ,)  x">  -  '  ; 
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;l  coiiiiuc  j)liis  liant  (i^  'j),  en  posant 

y^  —  -•  —L.  L 1111 1 1 1  •  ■  •  > 


111:9,1(0:. )...o 


•tcriiiiiiaiil  (ji 


au  dénomiiiatcii 


(i^^y..,  -\-  a. 


t  (Val 


ou  CM  conihiiianl  coiivenahlcinfMil  les  lignes 
fli,"'  P  (ap  a.,...  a„,  ). 

La  formule  ('Jt)  montre  alors  cpie  dans  le  cas  actuel  C  est 
rigoureusement  le  résultant  de  <li  et  de  cp. 

Ce  résultat  nous  conduit  à  approfondir  tout  ])articulièrement 
la  méthode  de  Cauch}'. 

Si  nous  multiplions  les  deux  membres  de  (i)  par  -^-1  ,  si 
nous  faisons /'  =  I  ,'2,  ...  m  et   si   nous   ajoutons  les   résultats 


Insi  ( 

)l)lenus. 

nous  trouvons 

■l>  { 

- 

-9(-r)[-'|',  (■^•)-^+.-]  =  (^- 

Ci'  qui  montre  f/i/r  le  rrsultniit  est  dr  hi  foriiir 

1  ci  u.  dcsignanl  des  jjo/i/nàities  de  dci;rés  />/  —  i .  (En  général 
A  sera  de  degré  inférieur  au  degré  de  9,  le  degré  de  a  sera  in- 
férieur à  celui  de  ^.) 

Le  polynôme  X,  second  membre  de  l'équation  (a),  est  comme 
on  l'a  vu  le  coefficient  de  y,  dans 


(3) 


•l  (.r]o  (y)  —  'Uy)o  {x)  „ 
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(|ue  nous  pouvons  considérer  comme  une  fonction  bilinêaire  de 

j."  ^  I,  .r,  ...  ./■"-',  ?/",  ...1/"--',  en  sorte  que 

dv' 

Or  la  fonction  0  ne  change  pas  quand  on  change  x  en  y  et  y 
en  .r,  et  quand  on  y  suppose  y  =  x,  elle  se  change  en  une  fonc- 
tion du  second  degré  en  ./;•*,  ./■',  r"^',    dont  la  demi-dérivée 

prise  par  rapport  à  x' ,  est  encore  X,-,  il  en  résulte  que  C  est  le 
discriminant  de  cette  fonction  du  sec(md  degré  et  que  G  est  un 
déterminant  symétrique. 

Le    polynôme   0  peut   se   décomposer  en  carrés  comme  il 
suit;  si  l'on  observe  que 

'   -    '  o' [y.)      .1-— a  ^  ^'  '  o'(aj     y  —  a 

//  désignant  une  constante,  on  a 

^  _  y  ix)  o  (r)_y(.r)-i/(r)    _  ^,    y  ('.r)cp(r)     y  (g) 
~  r  — .r  '        r  — .r     •   o'  (a) 

r         I  _ ___\  ^ V  Jfil^lil^ . ^_, 

L     ■^■— «  ,V  — «  J        ^  ?'W  l-»-— =:)  (.V— ^t) 

Si  Ion  pose 

.r"  1=1*^  .r|j,  .»■  ^  >■  =  .J'i ,  x'  =r  y"-  =:  x.j. . . 

la  fonction  dont  C  est  le  discriminant  est 


cp'  (a) 
Si  nous  posons 


[■*'o?o(«)  +  ---  +  '^"-  1  ?»    -1  («)]' 


nous  aurons 

Lai  r.MNT.   L  I^liiiiinalimi. 


i8 
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de  sorte  que  le  déterminant  C  pourra  se  mettre  sous  la  forme 
suivante,  en  supposant  nuls  tous  les  h^  dans  lesquels  i-=j  et 
dans  lesquels  i  ou  y  est  supérieur  à  /;/. 


(4) 


/'Ol'  l'.V  l>,n, 

/v. +  /*,..  4-/'. 


La  belle  méthode  de  Cauchy  subsiste  quand  m  est  difTérent 
de  n,  mais  elle  perd  une  grande  partie  de  son  élégance.  Sup- 
posons m  >n,  on  formera  comme  plus  haut  les  polynômes 


d/  (.r)  o,  (.ri  -  o  [.r]  -i,,  (.r) 


.|.(.r)o„_,(-r)-o(.r).%_,(T)=:rr„ 


.„^-+..., 


puis  au  lieu  de  considérer  les  polynômes  -i/  (.r)  o„  (x)  —  4'n  C^) 
G  (.r)...,  on  considère  les  polynômes  ^  (./)  x"  ,  -J;  (.r)  ./.-"+', 
...  <h  {.r)  .r"'~',  ce  qui  est  plus  simple. 

Nous  appellerons  poids  d'une  fonction  des  a,  et  des  bj  le 
degré  de  cette  fonction  pris  par  rapporta  des  variables  réelles 
ou  fictives  z-,  y,  ...  dont  nous  supposerons  ces  coefficients  fonc- 
tions, alors  Ui  et  bj  seront  supposés  de  degrés  ou  de  poids  i 
et  y  par  rapport  aux  y,  ;;,... 

En  supposant  m  >  ti  et  o  de  degré  m,  '}  de  degré  n,  on  voit 
que  les  éléments  de  C  des  n  premières  lignes,  sont  de  poids 
respectifs. 

I ,   -2,   3 . . .   in . 


m,  Il  -\-  I  /i  +  2 . . .  /;; 


Les  poids  des  éléments  des  m  —  n  lignes  restantes  seront 
au  plus  égaux  à  n,  donc  le  poids  de  C  sera  au  plus  égal  à 


+  3-1-3... +  (2« 


(/«  —  II)  Il 


II-  =:  iiin. 


Le  poids  du  résultant  de  dcu.r  pohjnànies  est  donc  au  plus  éf^al 
au  produit  de  leurs  degrés. 
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Enfin  on  voit  à  linspeclion  de  C,  que  le  résultant  est  une 
fonction  des  «,  bj  —  b,  cij. 

9.  Sixième  méthode. —  On  peut  encore  mettre  le  résultant  des 
deux  polynômes  0  et  <\,  sous  une  forme  qui  ne  contient  pas 
explicitement  les  coefficients  des  polynômes,  mais  seulement 
les  valeurs  numériques  que  prennent  ces  polynômes  quand  on 
donne  des  valeurs  particulières  à  la  variable. 

Reprenons  les  notations  du  paragraphe  précédent,  et  suppo- 
sons que  le  degré  m  de  o  soit  égal  ou  supérieur  au  degré  n  de 
'i'.  Soient  Yi,  y^  ...  y,,,  des  nombres  arbitraires  et  indépendants 
des  coefficients  de  o  et  <h.  Posons 

F  {x)  —  [x  —  Yi)  {.r  —  y,)...  (.r  —  y„,  ), 


on  aura,  en  vertu  de   la   formule  dintei'polation  de  Lagrange 


^.^  ?(-0  4'(t/)-'H-^)?(7/) 


en  posant  pour  abréger 
Si  nous  faisons  alors 

nousaurons  en  désignant  par  Xj,  x,---,  x,„  les  racines  de'Y(.r)  =  o, 
m^  équations  telles  cpie 

où    \,j    désigne    la    valeur   de    ;^  pour  x  =  a/.    Ces  équations 
montrent  que 

Or,  0,  (X,;  est  égal  à  iMlilii    et  ;,  est  égal  a  JIM.  _1_ , 

1  équation  précédente  donne  alors 

n6  (g)  ncp  (y)    _  nF  (g) 

A  ~       AUF'  (y) 
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—  désignant  le  délerniinanl  dont  l'élùnient  général  est 


et  l'on  a 


11  ]■'{■;)    ' 


en  observant  que  a'^  Il  F  (a)  =:  11  9  (y).  D'ailleurs  II  F'  (-,')  est  le 
produit  des  carrés  des  différences  y^  —  y^.  C  est  donc  le  résul- 
tant à  un  facteur  près  indépendant  des  coefficients  de  o  et  de  'J;. 

10.  Septième  méthode. —  Nous  avons  vu  que  le  résultant  de 
9  et  de  <\>  pouvait  se  mettre  sous  la  forme 

(i)  X  o  —  ij.'l  =  C  , 

A  et  [j.  étant  de  degrés  respectivement  inférieurs  à  «!/  et  à  cp.  Les 
polynômes  \  et  [j.  sont  bien  déterminés.  En  effet,  si  l'on  avait 

À'ci  —  [Jt.''i  =  C  , 

on  en  conclurait 

(X_  À'^  o  _(a_  ,/)  ,1;=  o  . 

Si  9  et  <ii  n'ont  pas  de  facteur  commun,  "a — "a'  s'annulera  toutes 
les  fois  que  iL  =  o,  or  c'est  absurde  puisque  "a  et  a'  sont  de  de- 
grés inférieurs  à  o.  Si  o  et  'l  ont  un  facteur  commun,  la  for- 
mule (i)  ne  peut  plus  avoir  lieu  que  ^our  C  =  0,  les  polynômes 
A,  IX  existent  encore  mais  ils  ne  sont  plus  déterminés  qu'à  un 
facteur  près. 

La  méthode  des  coefficients  indéterminés  peut  alors  être  em- 
ployée pour  déterminer  C,  '/.  et  a,  il  suffit  de  poser 

o  =:  Oq  X'"  -{-  ffj.r'"-i  +    .  .  .  . 

4-  rr  to  a-„    +  l'v^"    '  +   •  •  •  . 

À  =  p^.r"-'+p^.t"~-  -f  ...  . 

[X  r=  fj^.r>"-'  +  ,/^.r"'---|-  ...  : 

on  portant  ces  vahuirs  dans  (  1  )  et  en  identifiant  on  a 

f'vPn  —  l'i)^hi  —  O  1   •  ■  •  •   ('"'  P"  -1  —  /■'"'/m  -1  =  C. 
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Ces  équations  au  nombre  de  m  -{-n  permettant  de  calculer  les 
///  -\-  n  quantités /j.j  .../;„_,,  7o---  V-i-i  ^'t  G  à  un  facteur  près; 
on  trouve  ce  facteur  en  ol)servant  quepour  a^^^^, ...  =a„_,  =  o, 

On  peut  varier  à  l'inlini  la  méthode  des  coefficients  indéter- 
minés, on  peut  par  exemple  dilFérentier  léquation  (  i)  in-\-n — i 
fois  et  faire  chaque  fois  x=  a;  on  peut  encore  poser 

f[x)  =  (.r  -  Y^)  (.r  -  Y,)   .  .  .  (,r  _  y,,)  ,  {p  =  m  +  n\ 
f(r) 

on  a  alors 


VAiiiL^o.  Vy,  A(TiL=:o,.  .  y  Y-AiiiL^o 

VjiliL^o .     y  -..-.JiM.-o 

^  riT')  Zj  "     /-'(TO  ~  ' 

et  comme  :i-\-'c,  ...  =  i. 

À  (yO  cp  (l^-/)  -!^(y/)  'M  7')  =  c 
Cette  dernière  équation  en  fournit  in-\-n,  elles  déterminent 
les  rapports  —^-^  et  -^^-^^  en  y  adjoignant  les  précédentes,  et 

par  suite  À  et  u-,  au   moyen    de   la  formule  d"interpf)lation  de 
Lagrange. 

1 1.  Indication  rapide  d'autres  méthodes.  —  Sylvester  observe 
que 

y  (x)  =z  flo.i-'"  +  (7,.r"'-'  4-  .  .  .    , 
xo[x)  =  aoX'«  +  i  +  rt,  .r'"  +  .  .  . 


.vJ  ,. 


•i-  (.r)  =  /;o.r»  +  />|,r"- 
Si   Ton   désigne  par  A  le   déterminant    des   coefficients   des 
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seconds  membres,  il  n'est  pas  difficile  de  voir,  en  résolvant  ces 
équations  par  rapport  à  .r",  (pie  A  est  de  la  forme  \o  —  u.-^, 
A  étant  de  degré  n  —  i  et  ix  de  degré  m  —  i  ;  la  valeur  de  A 
pour  ao  =  Oi  ...  =  a„_i^o  est  «",  ô"/,  donc,  etc. 

On  peut  aussi  remplacer  les  seconds  meitihi-es  des  équations 
(i)  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  quantités  \  considérées 
au  paragraphe  précédent  et  prendre  le  déterminant  des  coeffi- 
cients des  S,  mais  on  introduit  ainsi  dans  le  résultant  un  fac- 
teur, indépendant  il  est  vrai  des  a  et  des  h. 

12.  Résolution  d'un  système  à  deux  inconnues.  —  Considérons 
les  deux  équations 

/,N  (  ?  (•*•)  =  «o  •^'"  +  «i-r"'-'  4-  •  • .  +  «m  =  o  , 
^   N^  (.r)  =  />o  ,r"   +  ^x"->  +...+/,„  =  o  . 

Pour  exprimer  que  ces  équations  ont  une  solution  commune 
il  suffit  d'exprimer  que  l'on  a  l'une  des  relations 

']/  (aj)  =  o,  'h  (oL.,)  =  o  .  .  .  <li  (a„)  =  o 

aj,  a2  ...  désignant  les  racines  de  ci(,r)  =  o,  ou 

ri  <h  (a)  =  o 

Il  suffit  donc  d'égaler  à  zéro  le  résultant  de  <p  et  'h. 

Soient  (}„,  0^,  ...  0,„  des  polynômes  de  degrés  o,  i,  -j. m  —  i 

respectivement,  et  /n^n.  Divisons  'L  Oq,  'I/O,  ...  par  o,  et  soit 
en  général  cji  le  quotient  et 

Cio  -T  Cn-r  +    •  •  .    Ci(„,_i,=:  /•,■  , 

le  reste  de  la  division  de  -l  0^  par  o,  on  aura 


(•^) 


,    %  '}  —  7o?  =  '^oo  +  «-ot-r  +    •  •  •    . 

1  Oi  4'—  f/i?  =  ^10  +  '•ii'^  +  . . .  . 


C  =o   sera  la   résultante  des  équations  (  i),  ou  la  condition 
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pour  qu'elles  aient  au  moins  une  racine  commune  ;  nous  allons 
le  démontrer  de  nouveau  :  multiplions  la  première  équation  (ij 

ôc      ,  ,  ac 

par- ,   la    seconde   par  -^ ,   etc..    et    ajoutons;    nous 

de  00  de  ,0 

aurons 

Le  coefficient  de  .1/  est  de  degré  m —  i,  celui  de  o  de  degré 
inférieur  à  n  car  (p,  est  au  plus  de  degré  o,  c/i  au  plus  de  degré 
I,  etc.  Si  donc  C  =  o,  quand  on  aura  o  =  o,  il  faudra  que  'l  ou 
son  coefficient  s'annule,  or  ce  coefficient  ne  pouvant  s'annuler 
que  pour  n  —  i  valeurs  de  x,  -J/  =  o  aura  au  moins  une  racine 
commune  avec  q  =  o.  Supposons  C:=(). 

Les  équations  rQ  =  o,  Ti  =  o  ...  r,„_i  =  o  ayant  leur  détermi- 
nant nul,  se  réduisent  an —  i  distinctes,  qui  font  alors  con- 
naître .r,.r-,  ...  .r"~^  considérés  comme  des  inconnues  distinc- 
tes, au  moins  en  général. 

Toutefois,  si  C  était  nul  ainsi  que  tous  ses  mineurs,  cette 
conclusion  serait  en  défaut  ;  mais  alors  on  multipliei'ait  la  pre- 

?)C  ri  c 

mière  formule  (■i)  par    ^   "'    la  seconde  par-^- — !— ...la(w — i)'"'^ 

dC,jri  O  Cio  ~  ' 

-\  p 

par-^ ! ,  Cl  désignant  un  mineur  de  C,  et  l'on  aurait 

à  c  m— 2,  0 

'Il  —  o  [x  z^  Cj  , 

A  et  !JL  désignant  des  polynômes  de  degré  m  —  2  et  « 
pectiveraent,  mais  Ci  étant  nul,  par  hypothèse, 

(];  ).  —  ou  zzz  O 

si  l'on  suppose  r  :=:  X|,  aj  ...  x„,  ,  o'.r)  s'annule,  or,  X  ne  s'annu- 
lant  que  pour  n  —  1  valeurs  de  ./■,  'L  =  o  doit  avoir  deux  racines 
communes  avec  cj-  =  o,  ces  deux  racines  seront  solutions  de 
l'équation  du  second  degré  en  .r,  obtenu  en  éliminant  .r^,  .r*  ... 
.r„,  entre  les  ni  —  1  équations  distinctes  auxquelles  se  réduisent 
/•o=;o,  /■i  =  <),  ...,  /•„,_,  =  o  et  ainsi  de  suite,  donc  : 

La  condition  nécessaire  et  su/fisante  pour  qitc  cp  =  o,  •!/ ;=  o 
aient  p  racines  communes,  est  que  C  soit  nul,  ainsi  que  ses 
mineurs  d'ordre  p —  i.  Les  racines  communes  sont  solutions  de 


■  1  res- 
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l'équation  obtenue  en  clùiiinant  .r>'-^^,  x)'+-  ...  entre  les  équations 
distinctes  aii.rqiiellcs  se  réduisent  ry  =  o,  r^i^o,  ... 

Remarque  1.  —  C'est  pour  simplifier  l'exposition,  que  nous 
avons  supposé  0^,  Oj  ...  de  degrés  o,  i,  ..  ;  il  esl  rlair  qu'ils  peu- 
vent être  de  degré  m  —  i . 

Re.maiique  II.  —  Si  l'on  avait  employé  la  méllKjdc  de  Cau- 
chy,  C  se  serait  présenté  sous  la  forme  de  discriminant  d'une 
fonction  du  second  degré  F,  et  la  condition  pour  que  9  =  0, 
^^  ^  o  aient  p  racines  communes  serait  la  condition  pour  que  F 
soit  la  somme  de  m  — p  carrés,  ce  qui  montre  que  le  nombre 
distinct     de    conditions     pour    que    ce    fait    se    présente    est 

.+.  +  ... -^;,  =  Z(£±A. 

Remarque  111.  —  Il  y  a  avantage,  dans  !a  pi-alique,  à 
employer  la  méthode  de  Caucliy  qui  loiirnit  le  résiillaiit  sous  la 
forme  d'un  déterminant  symétricpie 

Li  ^  —  111  Cjj  c.,.,  .  .  .  Ci„i  . 

car  l'équation  C  =0  est  admirablement  préparée  pour  l'appli- 
cation du  théorème  de  Sturm.  On  a,  en  effet,  d'après  un  théo- 
rème connu 

Ô^C  ÔC      ÔC  /  ÔC  ^ 


et,  si  l'on  pose 

ac  _  ^       a^c    _  ^         a'c 


afji  afiiat",.,       ■   ariiô(%.,ac 

ce,  =  c, 


ic       /  de  \- 


_ac 

a. 


Cette  équation  montre  que,  si  Ci  =  o,  C  et  C^  sont  de  signes 
contraires,  et  en  général  dans  la  suite,  C,  Ci,  C,  ..,  C„  lors- 
qu'une fonction  C  s'annule,  celle  qui  la  précède  et  celle  qui  la 
suit  sont  de  signes  contraires,  c'est  la  propriété  fondamentale 
des  suites  de  Sturm.  A  elle  seule  elle  ne  permet  pas,  il  est  vrai, 
la  séparation  à  coup  sûr  des  racines,  mais  elle  peut  rendre  de 
grands  services,  surtout  si  l'on  est  sûr  que  deux  fonctions  C 
consécutives  ne  peuvent  pas  s'annuler  en  même  temps. 
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Remarque  IV.  —  On  a 

ac   _  ^  _âc_  bcij 

A  C 
Si  lous  les   iiiineiu's  de  C  sont  nuls,  on  aura  donc-: =o,  et 

à  (t., 
■\  p  ' 

de   niênic^r-7^=  o,   a^,   et  b.^   désignant  des  coefficients  quel- 

ô-  C 
conques  de  o  et  de  •};  on  verrait  de  même  que  si  les  — — 

acijd  c/,t 

sont  nuls,   les  -^^ — :r^ — le  sont  aussi,  etc. 

oa,,  0(1,1 

Supposons  maintenant  que  les  a  et  les  b  soient  fonctions 
entières  d'une  variable  y  ;  les  degrés  de  o  et  'h  restant  m  et  n 
par  rapport  à  rensend)le  des  variables  .r  et  y,  en  sorte  que  ai  et 
bi  qui  sont  de  poids  i  soient  aussi  de  degré  i  en  y. 

L'équation  C=o  est  de  degré  mn,  puisque  C  est  de  poids 
iiin  (i;  8,)  elle  a  ?nn  racines  en  y  ;  h  chacune  d'elles  cor- 
respond une  valeur  de  r  qui  est  solution  des  équations 
/•y  =  o,  l'i^o,  ...  ou  de  l'équation  du  premier  degré  obtenue 
en  éliminant  ./-,  x^  —  donc  en  général,  les  équations  g  =  o, 
'i/ =  o  auront  mn  solutions. 

Dans  quelques  cas  particuliers,  à  une  valeur  de  y  tirée  de 
C  =  o  pourront  correspondre  plusieurs  valeurs  de  /-,  par 
exemple  à  une  valeur  de  y  pourront  correspondre  deux  valeurs 

de  .r,  mais  alors  les        '  ■  seront  nuls,  niais  on  aura 

et  l'équation  C  =o  aura  une  rai-ine  doul)le  en  y.  De  même,  si 
à  une  valeur  de  y  correspondaient  p  valeurs  égales  ou  inégales 
de  .r,  cette  valeur  de  y  serait  racine  d'ordre  jo  de  C  =  o.  Cette 
circonstance  n'infirmerait  donc  pas  nos  conclusions. 

Mais  il  pourrait  arriver  que  C  =  o  fut  une  identité  et  le  sys- 
tème ç;  =  o,  'i/  =  o  serait  indéterminé.  Nous  reviendrons  sur  ce 
cas  que  nous  excluons  pour  le  moment. 

On  peut,  à  l'aide  d  une  fiction,  énoncer  le  théorème  général 
de  l>('/.(iut. 

J)ritx  ('(j  liai  ions  de  (/ri^rcs  ni  et  n  en  .r  et  y  ont  mn  solutions  ii 
moins  (ju  elles  n  en  aient  nne  infinité. 


W  FONCTIONS    SV.MKTltlQrKS    SIMPLES 

En  e(fet,  dans  le  cas  où  les  a  et  les  b  ne  sont  soumis  à  aucune 
condition,  l'équalion  C=^o  a  bien  nm  racines  et  à  chacune 
correspond  une  valeur  de  ./•,  si  l'équation  C  =  ()  n"a  que  nui — j) 
racines  égales  ou  inégales,  on  peut  convenir  de  dire  quelle  a/; 
racines  infinies,  car  les  racines  qui  disparaissent  croissent 
indéfiniment  quand  les  coefficients  de  t/'""  ...  tendent  vers  zéro, 
à  ces  valeurs  infinies  de  y  peuvent  correspondre  des  valeurs 
finies  de  .r  ([uc  l'on  obtient  en  changeant  dans  les  proposées  ?/ 

en —  ;    on    pourra,  si   l'on  veut,  rendre  les  équations  ç  =  o, 

'];  =  ()  homogènes  en  remplaçant  ./■  et  y  par  -L_  et  ^—  ,  en  chas- 
sant les  dénominateurs  :;,  :;-,...  et  en  ne  considérant  que  les 
rapports  x  :  y  :  z;  le  théorème  de  Bezout  aura  ainsi  toute  sa 
généralité. 

i3.  Solutions  multiples.  —  Deux  équations  0  =  0,  'l^=o  en 
X  et  y  ont  une  solution  multiple  d'ordre  p  quand  la  résultante 
C  =  o  en  y  a  une  racine  d'ordre/»  au  moins,  et  quand  à  cette 
racine  correspondent/?  valeurs  égales  àe  x,  ou  i/cc  versa. 

Pour  que  C  =  o  ait  une  racine  d'ordre  p,  il  suffit  que  les 
mineurs  d'ordre/? —  i  de  C  soient  nuls;  cela  est  nécessaire  si 
l'on  veut  que  x  ait  /;  valeurs  pour  la  valeur  multiple  de  y,  mais 
cela  ne  suffit  pas  encore  pour  que  la  solution  soit  multiple,  il 
faut  encore  que  la  résultante  de  r\  =  o,  r,  =  0,  ...  ait  une  racine 
d'ordre  de  multiplicité  p. 

On  peut  aussi  dire  que  la  résultante  C=ro  en  y  et  que  la 
résultante  D  ^o  en  ./  ont  chacune  une  racine  d'ordre />  qui 
sont  à  la  fois  solutions  de  o  =  o  et  '}  =  o  ;  or,  C  =  o  et  D  =  o 
sont  de  la  forme 

>.cp   —  [J.  '1=0,  X'cp  —  [jl'  'l  =  o. 

Exprimons  d  abord  qu'elles  ont  une  racine  double,  on  aura,  en 
observant  que  9  :=:  o,  'l  =  o 


l   -^ Il   -^^   r=  0   .  A'   ^^  - 

dv               ôr                     ôx 

b'b 
d.r 

lais  '/.'jj.  —  [X'I  ne  contenant  pas  .r  ... 

dx          '       OX                   or 

—  'Jl     ^^ —   r^  0  : 

àr 
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de  ces  équations  on  tire 


(A) 


ô  (■«,  .)■) 


Il  est  clair  qu'en  différeiitiant  encore,  et  en  éliminant  u.,  a  et 
leurs  dérivées,  on  obtiendrait  la  condition  pour  que  9  =  0, 
'i/  =  o  aient  une  solution  triple,  quadruple... 

Toutefois,  la  condition  (Aj  peut  être  satisfaite  sans  que  les 
équations  proposées  aient  une  solution  multiple,  c'est  ce  qui 
arriverait  par  exemple,  si  l'on  avait 


do 

=  0 

dcp 

=  0 

b'b  _ 

bx 

Solutions  singulières.  —  Nous  devons  nous  arrêter  sur  un  cas 
singulier  sur  lequel  nous  n'avons  pas  insisté.  Reprenons  les 
équations  -p=  o,  'l  =  o  des  degrés  m  et  n  en  .r  et  y,  le  résul- 
tant C  de  o  et  'l  peut  être  identiquement  nul,  et  nous  avons  dit 
que  si  les  équations  cp  =  o,  '}  =  o  étaient  indéterminées,  y  est 
arbitraire  et  alors  à  chaque  valeur  de  y  correspond  une  valeur 
de  .r  ou  des  valeurs  de.r;  on  peut  se  demander  lesquelles?  OrC 
peut  être  identiquement  nul  sans  que  ses  mineurs  le  soient,  et 
comme  dans  le  cas  général,  à  chaque  valeur  de  y  correspond 
une  seule  valeur  de  ./■,  si  les  mineurs  du  premier  ordre  de  G 
sont  tous  nuls,  à  chaque  valeur  de  y  correspondent  deux  valeurs 
de  .r  et  ainsi  de  suite.  S'il  arrive  que  les  éléments  de  C  soient 
eux-mêmes  nuls,  o  et  'b  ne  diffèrent  que  par  un  facteur  cons- 
tant. 

Géométriquement,  dans  le  cas  où  G  est  identiquement  nul, 
les  courbes  dont  les  équations  sont  o  =  0,  'l=o  ont  une  partie 
comumne,  l'une  d'elles  au  moins  est  décomposable,  ordinaire- 
ment la  partie  commune  est  une  droite,  dans  d'autres  cas  moins 
fréquents  elle  peut  être  une  conique  et  ainsi  de  suite. 

i.|.  Condition  pour  que  trois  équations  aient  une  solution  com- 
mune. —  Considérons  trois  écpialions  : 

(i)  cp  (x)  =  o,  y  (.r)  r=  o,  'b  (.r)  ^  o  ; 
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l'oniioiis  avec  '^  cl  /_,  avec  '^  cl  •!/  les  deux  syslèinc 

,    ?/.n  —  •/.?„  "  /'uo  +  /^ii-»-  ^-  •  •  •  /^ - 1  ■'•' 


.(;5) 


(      ?'-Pn  —  'l?o  =  7o(i  -h  7„r»'  ^h   •■■  7(1,'. 


o,i,  Ç|...  (lési<j^iiaiil  les  coellicieiils  de  //"'    ',  j/'"'-...  dans  le  (|in)- 

o  (  y  I  —  'i)  i.v) 
lient    de   la    division   •    '    _  ' ,/„.  /.i- ..  el  ■!„, '!/,...  a\anl  des 

signilications  analogues,  la  solntion  cnnininne  an\  é([nations  (i), 
si  elle  existe,  satistera  également  anx  i'(jualiuns 


et  si  l'on  pose 


lyi —  /Oi  ^=  o         cl         o'\ii  —  'loi  =:  o, 
P  =  o,  \\  —  o,...  V,„  =o, 


Pi,  V.,...  désignatit  ce  (|ne  devi<'nl  V  (|uand  on  y  remplace  nn( 
ligne  (|iH'lcon<|ue  pai'  une  ligne  du  délecminant 


Ces  ///  -j-  1  conditions,  ne  sont  pas  lontes  nécessaires  ;  poui' 
(pie  les  é(piations  i  i  )  aient  nne  racine  conininne,  les  denx  pri-- 
mièi'es  sont  seides  nécessaires  en  généi'al,  si  Oy  qui  est  de  de- 
gré o  nCst  pas  nul,  on  déduira  en  eilel  de  [2)  une  relation  de  la 


/     ôp    ,       âi'     \     .,  /     ap  \ 

•t  de  (I  )  et  de  la  première  lormnle  ( '{ ) 

é     ôp,    ,      di',  ,  ,    ap,  \ 


ôl'i       ,  ÔP,      , 


^p 
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Ces  (Miualioris  sont  de  l;i  luniic 


{■i, 

/o         ;;./    -^o. 

(•"') 

À'o  —  [l'y  — ■'/'{/  ^=:  o 

•  le 

;/.  sont   (1 

en   -or 

(•  '(iK',  coiiuni-  on   1  .1 

loi 

ifs  !<■-,  1 

;iciii'-- 

II-   -^          o    ru-     poiiv.ui 

?  ' 

t   /  ont  , 

fii'  r.ni 

m-    crj/niuiiin-,    <-n    \i-i 

,;,    ohs.Tvé  ,ilMs  Ikm, 

(h'  ^'iy.  Crtti;  |-;i<-ilH 
;i|.|),ii-|i'ii.inl  ;i  v''"/-  ''"''  'inimlcr  /'!/,  oi-  /  c-t  \iw  roii-l;iril( 
(ll(lV)-.rit.-  <|.-   y.ifi,  |,;i|-  |iy|Mitli<sc.    Donc   /     _    o   .xiiuct    la  l'ariiu 


On   voil   lar-ilcii 


M'"-  "  'M' 


on   ;^cncrahsiTail    d     ciiniiin-nt. 
onl   une  nic\i\<:  coinmnni-. 
ii'(|iicr  <|ni-  ili-s  ('-(jualiori-, 


'/o-/?o    ",      r/A—y:^i">' 


.Ir<ll 


•iMiiinaiit     le-,    d  i  vi-r-i-s  pu  i  ssaii(U;s  (Jf 


d(;s  (';(|ualions  de  |ioid-  an  pin-.  ''■;^al  an  jd-oduil  di-s  degrés  des 
deux  (ofi(lion->  '^,  'l  '|mi  onl  le  i\i'^\-i-  le  |)ln^  l'Icvé  et  ces  équa- 
tions sf:i-ont    i.-ii    noiiiliif    /•;/al   a   ///    j      i,  ///  di'-a;/naiil  li-    df^n' 
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i5.  Equivalences.  —  Si  nous  considérons  des  polynômes 
entiers  en  x,  y,  z...  à  savoir  P,  Q,  R,...  nous  dirons  que  deux 
polynômes  A  et  B  sont  équwalents  par  rapport  aux  polynômes 
P,  Q,...  ou  par  rapport  aux  modules  I*,  Q,  R,...  si  Ion  a 

A—  B  =  ÀP  +  ;jlQ  +vR... 

\,  a,  V...  désignant  des  polynômes  entiers  en  «c,  y,  z...  et  nous 
exprimerons  cette  condition  au  moyen  de  la  notation. 

A  =  B  (inod  P,  Q...), 

OU  même 

A  =  B 

quand  on  connaîtra  les  modules  P,  Q,  R,...  sans  qu  il  sf)it 
nécessaire  de  les  mentionner  explicitement. Quand  par  rappoi-t 
aux  mêmes  modules  P,  Q...  on  aura 

A~B,       A' =  B',.... 

il  est  clair  que  l'on  aura 

ak  -\-  a'X'  -f  . ..  =  rtB  +  a'W  +  .... 
Inversement  de 
(j)  «A  =  «B, 

on  pourra  bien  conclure 

A  =  B 
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si  a  est  une  quantité  indépendante  de  ,r,  xj,  z...  mais  seulement 
dans  ce  cas;  en  effet  on  tire  de  (i) 

^(A  — B)  =  o         ou         a  (A  —  B)  =  ÀP+  [jiQ -}-  ..., 

mais 

.        o_    ÀP  +  ,aQ+... 


n'est  pas  nécessairement  de  la  forme /.'P+;j.'Q-|-. ..,/.',  ;x'...  dé- 
signant des  polynômes  entiers. 

Il  est  clair  que  Ion  peut  multiplier,  mais  non  diviser  des 
équivalences  membre  à  membre. 

ThÉorÈ.me.  —  Etant  donnés  deux  modules  o,  'h  fonctions  de 
.f  et  y  on  pourra  toujours  trouver  une  fonction  de  y  seul  équiva- 
lente à  ./■ . 

En  effet,  divisons  ç,  xo, . ..  .r"'~'ç  par  'b,  m  désignant  le  degré 
de  o  ;  si  l'on  appelle  r^,  r^,...  les  restes  en  x,  on  aura  : 


Soit  C  le  déterminant  des  coefficients  de  x^,  x,  x-... 

Il  ne  sera  pas  identiquement  nul^  si  cp  et  --!>  sont  distincts 
(n  ont  pas  une  infinité  de  solutions  communes).  L'élimination 
de  .r-,  x'-' ...  .r'"-'  donne  deux  relations  de  la  forme 

A.r  +  B  =  o,       A'.r  +  B'  ^  o, 

A,  B,  A',  B'  ne  contenant  que  ij,  j'ajoute  que  l'une  d'elles  sera 
si  Ton  veut 

C.r  ^  o, 

et  l'autre  Ax -{-  B  ^  o  aura  pour  coefficients  des  mineurs  de  C; 
on  peut  supposer  A  et  G  sans  solution  commune,  ce  qui  re- 
vient à  admettre  que  la  résultante  C  n'a  pas  de  racine  double 
(nous  le  supposerons),  alors  il  existera  des  polynômes  en  y, 
u  et  V  donnant 

kC  -{-  t'A  =:  I  et  a  fortiori  uC  -)-  vA  ^  i, 

et  les  formules  Cx  ^  o,  Ax -\-  B  ^  o,  multipliées  par?/  et  v  et 
ajoutées  donneront 

X  -j-  *'B  ^  o  C.  q.  t.  d. 
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.l'ajoiitc  que  dans  Irquivalcnce 

oïl  peut  supposer /■(//)  de  degré  iuCérleur  à  \i.  produit  des 
degrés  des  modules  o  et  'l,  car  (mi  appelant  /",  (y)  le  reste  de  la 
division  de  f  par  G  on  a 

et  comme  G  ^  o,  f^fi  et  })ar  suite 

il  en  résulte 

yix^  ^  \\  (j), 
:ikyPx"-  =  Fj  (r). 

F,  Fi,  F.,  désignant  des  polynômes  entiers  de  degré  inférieur 
à  a  et  A  désignant  une  constante.  Donc  : 

Tout  polynôme  en  y  et  .r  est  éiinnuilent  à  an  polynôme  en  .r 
seul  ou  en  y  seul  et  de  degré  ;j. —  i  au  jjIus.  Ce  polynôme  est 
bien  déterminé. 

En  effet  si  Ton  avait 

'1  (•'■.j)  =/■(:■)  =  A  (j). 

on  en  conclurait 

/■(j)-/i  (r)  =  o, 

et  comme  fetfi  sont  de  degré  inférieur  à  jji,  f=^f^. 

i(i.  Résolution  de  trois  équations.  —  Gimsidérons  ti-ois  équa- 
tions. 

(i)  o  (.r,  y,  z)  =  o,       y  (.r,  r,  =)  =  o,       'l  (.r,  y,  z)  =  o. 

respectivement  des  degrés  m,  n,  p.  Prenons  y  e\  ■!/ pour  mo- 
dules et  regardons  .r  et  y  comme  variables  et  z  comme  para- 
mètre, o,  xo,  x-o...  .r''"~^ç,  seront  équivalents  à  des  polynômes 
entiers  en  .r  de  degré  .r^'""',  on  pourra  donc  poser 

0  =  q„  +  '•o^'■+•••• 
(2)  \      :ro  =  c,y -f  c,,.r  +  .... 
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et,  en  appelant  C  le  déterminant  I)  ±  r„„  Cn  r.,.,...,  on  en  con- 
clura en  miiltipliant  par  des  mineurs  de  G  et  en  ajoutant 

V{.r)o(x,y,z)  s  C. 

La  condition  G  =  o  exprime  que  les  équations  (  i  )  ont  une 
solution  commune,  en  effet  elle  peut  s'écrire 

P(.r)o(.r,r,3)  +  X/.  +  !^?  =  o 

et  1  on  voit  que  si  /  et  'i  sont  nuls  à  la  fois,  ce  qui  n'a  lieu  que 
pour  pn  valeurs  sinmltanées  de  .r  et  y,  Pcp  sera  nul,  or  P  ne  peut 
s'annuler  que  pour  pn  —  i  valeurs  de  .v  au  plus,  donc  cp  =  o 
admet  une  solution  de  d/=o,  5(^  =  0. 

Sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insister  sur  ce  point,  il  est  facile 
de  voir  ce  qui  arrive  quand  les  mineurs  de  G  sont  nuls  jusqu'à 
un  ordre/»  déterminé. 

L'équation  G  :^=  o  fait  connaître  les  valeurs  de  :;  qu'il  faut 
adjoindre  aux  valeurs  de  ar  et  y  pour  avoir  les  solutions  com- 
munes aux  équations  (i).  Je  n'insiste  pas  sur  la  discussion  toute 
semblable  à  celle  qui  a  été  faite  au  sujet  des  équations  à  deux 
inconnues. 

Mais  il  reste  un  point  important  h  établir,  c'est  que  la  résul- 
tante C  =^  o  est  de  degré  mnp  et  que  par  suite  les  équations  (i) 
ont  mnp  solutions. 

G'est  le  théorème  de  Bezout  généralisé. 

Or,  si  l'on  se  reporte  à  la  manière  dont  on  trouve  le  poly^ 
nome  en  .r  équivalent  à  un  polynôme  donné,  on  voit  que  les 
é(iualions  conduisent  toujours  à  des  résultats  homogènes  en  .r 
et  y  par  rapport  aux  coefficients  de  ces  variables,  pourvu  que 
dans  9,  /,  ^j/,  on  considère  les  coefficients  comme  ayant  un  poids 
ou  un  degré  convenable,  il  faudra,  par  exemple  considérer  le 
coefficient  de  j.'-  y?  dans  9  comme  étant  de  poids  ou  de  degré 
m  —  a —  p.  Il  résulte  de  là  que  c„o  est  de  degré  m,  c^  de  degré 
m  —  I...  f,o  de  degré  ///  +  i,  <n  de  degré  w,...  alors  G  sera  évi- 
dcmujeiit  de  degr<''  nm/).  G.  (|.  f.  d. 

17.  Théorème  de  Bezout-  —  Généi-alisons  :  considérons  les 
polynômes  9  {.r,  y,  z,  t),  y,  .J/  ^^  degrés  m,  n,  p  et  regardons  t 
comme  un  paramètre,  il  existe  des  polynômes  de  la  forme 
'I>  (.r,  y,  0,  ^1'  Çr,  y,  t),  ne  contenant  plus  z  et  de  la  forme 
//^  4_  ,_,  ■/ 4- v.S  et  par  suite  écjuivalents  à  o.  mod  (ç,  y,  ■}).  Par 
Laiiu-nt.    L'Klimin;itioii.  ^ 
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suilo  ./■  et  une  fonc-tion  (luelcoiique  de  .r  c'I  de  //sera  é(iuivalciite 
à  une  fonction  de  r  ou  de  y  seuls,  niod<I>,  M'  ;  on  pourra  poser 

f(.r,y]  =  X  +   V*  +  mV  --  X  +  '/.-^   -f-   a/_  +  v'^, 

X  ne   dépendant  que  de  .i-,  en  ()articulier 

r?^X{m«do,  y.d.), 
et 

=  v  =  X,  , 

X  et  Xi  désignant  des  fonctions  d'.r  seul,  on  en  conclura 

A,rar.ï:.T=  X,, 

X2  dépendant  de  .r  seul  ;  donc  un  polynôme  est  é(piivalent  à  un 
autre  qui  ne  contient  que  .r,  polynôme  que  l'on  peut  abaisser 
au  degré  mnp  —  i  en  le  remplaçant  par  le  reste  de  sa  division 
par  le  résultant  G  de  9,  y^,  '1/ ;  si  l'on  forme  alors,  en  appelant 
6  (.r,  y,  z,  t)  un  polynôme  de  degré  g  les  (juantités  G,a-6,  x-b,... 
.r"""^-'  0  et  si  l'on  appelle 

'•m.  +  '-or»--}---. 
c,,  -hc,,r  +  ..., 


les  polynômes  en  .r  é<piivalents  de  degré  /imp  —  i ,  le  détermi- 
nant C  =  i  ±("00  Cu  Cj2, ..  égalé  à  zéro,  fournira  la  condition 
pour  que  9  =  o,  il/  =:  o,  0  =  o  aient  une  solution  commune. 
On  verra  que  G  est  de  degré  iiinpq  en  t,  et  que  les  équations 
en   question  ont  au  plus  innpq  solutions  et  ainsi  de  suite. 

Encore  un  mot  pour  achever  cette  démonstration  du  théo- 
rème de  Bezout.  Nous  avons  raisonné  sur  des  équations  géné- 
rales en  évitant  les  discussions  des  cas  particuliers  où  il  peut 
y  avoir  indétermination.  En  outre  il  reste  à  prouver  que  le  ré- 
sultant de  ixéquations  des  degrés /«i,  w^.,. '»  ;i})eul  effectivement 
atteindre  le  degré  ///j,  01,...  in„  .Voici  un  exemple  dans  lequel  cela 
a  lieu  :  supposons  'v.  /,  ■!/.  0  décomposables  en  facteurs 
linéaires,  pour  trouver  la  résullante  de  cp  =0,  y^  =  o,  '1  =  0, 
0  =  o,  il  suflira  d'exprimei-  qu'un  ([uelconcpie  des  systèmes 
d'équations  linéaires  obtenus  en  égalant  un  ladmi-  pris  dans 
'v,  •/,  '-!/,  0  à  zéro  a  son  déterminant  A  nul,  le  pinduil  MA  —  d 
sei'a  la  résultante,  oi'le  ii(iiid)i'('  des  lacteui's  A  est  précisénjent 
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m  n  p  q  et,  comme  chacun  d'eux  est  du  premier  degré,  la  résul- 
tante est  de  degré  innpq. 

Remaiiql'k  impoutaxte.  — Nous  avons  admis  tacitement  que 
la  résultante  des  équations  sur  lesquelles  nous  raisonnions 
n'était  pas  identiquement  nulle,  elle  pouri'ait  l'être  ;  il  se  pré- 
senterait alors  le  phénomène  que  nous  avons  déjà  observé 
dans  le  cas  relatif  à  deux  équations  :  il  y  aurait  une  infinité  de 
solutions  et,  parmi  ces  solutions,  il  en  existerait  foi*mant  une 
suite  continue  de  valeurs  simultanées  des  inconnues,  auxquelles 
il  faudrait  adjoindre  d'autres  solutions  singulières  en  nombre 
fini.  Mais  c'est  l'étude  géométrique  des  surfaces  qui  met  sur- 
tout en  relief,  le  caractère  de  ces  solutions  singulières. 

AuTitE  REMARQUE  IMPORTANTE.  —  La  résultante  de  plusieurs 
équations 

(î)  /;,  =  o,    /;  =  o...  ^  =  o 

où    /;,,    /i...    /■„    sont   des    fonctions   entières  de  ,ri,  jr^---  -^n  se 
présente,  comme  on  la  vu  sous  la  forme 

"a. +  À,/'i +•••>-" /"  =  o, 

Aft,  Al...  "à,,  désignant  des  polynômes  entiers  en  x^,  x,.,  .r„  ;  si 
/',,  fi...  contiennent  une  variable  .r^  en  plus,  le  premier  membre 
de  cette  équation  sera,  en  général,  fonction  de  .r^,  sinon  les 
équations  (  i)  n'ont  pas  de  solution  en  général  et  en  ont  une 
infinité  s'il  se  réduit  identiquement  à  zéro. 
On  sait  que  dans  ces  cas  le  déterminant 

^{fo,fr-fn) 

è{XQ,X^...Xn) 

doit  être  identiquement  nul,  c'est  ce  qu'il  est  facile   de  vérifier 
En  elfet,  si  l'on  a  identiquement 

x„^  +  ...  +  À„ /•„==/., 

//  (l(-sigtiaiil  uni'  coiislarilc  nulle  on  dilIVTtMilc  de  zéro,  on  a  : 
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et  si  /■„,  ^...  sont  nuls 


doù  Ion  conclut 


>o 

+'■, 

...  -f 

ut 

ô  (/; 

.  A.. 

.  P 

ô  (.-0 

,  .rj.. 

.  ^-n) 

C.    f. 


18.  Méthode  de  Bezout-  —  Soient  o^,  Oj,...  o„  des  polynôincs 
entiers  en  .ri,  ./....,  ./„,  respectivement  des  degrés  m^.  ///j,...  m,,  . 
Soit, 

Appelons />o///«J/?2c  réduit  un  polynôme  qui  ne  contient  pas 
de  terme  divisible  par  .r',"i,  .rf 2...  .rJJ'».  Le  nombre  des  argu- 
ments ./■'■'  J'K..  ./■'  réduits  sera  1/1^  iii_,...  ni,^  =^  a. 

On  peut  évidemment  poser,  sile  coefficient de.rjj'ndans 'f„  n'est 
pas  nul 

(i)  ■>•"'"    ==  rt'fu  +  w. 

a  étant  une  constante  et  w  un  polynôme  réduit,  donc 

a-",';i  ■*"  '  =:  a.l'nOn  -\-  UiX„  ; 

iùx„  contient  un  seul  ternie  divisible  par  .r',"»  et  ce  terme  est  le 
produit  de  .r"/"  par  une  constante;  en  faisant  usage  de  (1  )  (m 
aura  donc 

a'  étant  du  premier  degré  et  w'  étant  un  polynôme  réduit;  en 
continuant  ainsi,  on  voit  que 

(2)  -r;;  =  A'j„  -f  Q 

quel   que    soit  a.  A  est  un   polynôme    entier  en   x„  et  Q  est 
réduit.  Portons  dans  Ço,   cp^...   g,i_i  les  valeurs   des  puissances 
de  Xn  supérieures  à  w„_i,  en  faisant  usage  des  formules  (-j.). 
Ces  polynômes  prendront  la  forme 

o,  =  G,o„  +  H,-. 


MKTHODK    r)R    BKZOU' 


3- 


II,  désignant  un  polynôme  qui  no  contient  plus  de  termes  divi- 
sibles par  .r;;'n  ;  considérons  aloi's  les  polynômes  Hg,  IIi...  ri„_i 
en  opérant  avec  ll,i_i.  Comme  avec  cp„  on  mettra  J'f^_^  sous  la 
forme 

.r?„  _  1  =  BII„  _  ,  4-  Î2'. 

il'  désignant  un  polynôme  réduit,  et  en  éliminant  à  l'aide  de 
cette  formule  les  puissance  de  x„  .,  supérieures  à  />i„_i  —  i  on 
mettra  les  H,  sous  la  forme 

H,  =  Killn  -  1  +  L,, 

L;  ne  contenant  plus  de  termes  divisibles  par  t^^'\  ■i',,"'^^,  ctpar 
suite 

et  comme 

H„  _  1  =:  G„  _  1  o,i  —  o„  _  1  , 

ç),-  sera  de  la  forme 

Ci/  rr  MiOn  +  'SiO,,  _  1  +  L;  ; 

et  ainsi  de  suite,  on  peut  donc  poser 

o,  =  l,o,  +  l,o,...  +),„o;/+p, 

P  désignant  un  polynôme  réduit.  L'opération  très  compliquée 
et  malheureusement  soumise  à  des  restrictions  est  l'analogue 
de  la  division,  cp^  est  une  sorte  de  dividende,  o^.  o^---  sont  des 
diviseurs  et  P  est  un  reste.  Si  l'on  appelle  w,,  w^...  w^^  tous  les 
arguments  réduits  on  aura 

Ci)  ioio,  =  À/i?,   +  X,-,cp,...  +  li,,0„  +  Pi, 

les  A  désignant  des  polynômes  entiers  et  P,  un  polynôme 
réduit,  contenant  [i  termes  tels  que  cw,^ ,  c  désignant  une  cons- 
tante. Si  l'on  désigne  par  C  le  déterminant  des  coefficients 
des  P  et  par  Cj,  C.>...  C^  ses  mineurs  relatifs  à  l'argument  i, 
on  aura,  en  multipliant  l'équation  (/5)  par  C,  et  en  ajoutant  les 
résultats  obtenus  en  faisant  1^=1,  2,,..  u.  : 

o,3:C,w,  —  (cp,SC  -/.a  ...  +  o,sr,À,„  +  Cl  =  o. 
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OU  })liis  simploiiient 

(A)  R„Oo+  I^M?i  +  •■■  +  R»?.  =  C 

Ri,,  R,...  désignant  des  polynômes  dont  le  premier  est  réduit; 
en  laisanl  .rj,  ./■.,,.,  x„  égaux  aux  éléments  ^i,-,  bj,-...  ^,„  d'une 
solution  de  91  =  0,...  o„  =  o,  l'équation  (3),  en  admettant  que 
ces  équations  aient  précisément  u.  solutions,  en  fournil  •!.-.  qui 
montrent  que 

IIo(3u-,6,,...)l=t:M,,...  0.,,=  es  ±, .,,,...  '..,.,, 

tùii  désignant  la  valeur  de  w  pour  .rj  =  ^,,-  ,  .r^  =  [ij,  ...  et  par 
suite 

IIo  (8,/,  ^S.,-...)  =  C; 

C  =  o  est  donc  la  résultante  de 

Ço  =  o,        0(  =z  o,...,  o„  ^  o. 

L'équation  (A)  permet  le  calcul  des  umltiplicateurs,  R,,.,.  R„  . 

La  méthode  de  Eezout  permet  de  vérifier  que  la  résultante  est 
de  degré  m^  niy...  /w„  au  plus  par  rapport  à  une  variable  i\,  qui 
entrerait  dans  cp^,  cpj...  et  qui  prise  en  considération  ne  modi- 
fierait pas  leurs  degrés.  En  etiet  les  éléments  du  détei-minant  C 
à  a  lignes  et  a  colonnes  sont  du  degré  m^. 

De  plus  la  solution  commune  est  fournie  par  les  équations  ('5; 
qui  pour  C  ^=  o  et  pour9g  =  Oi=r  ...  =0  se  réduisent  à  ;x —  1 
distinctes  et  du  premier  degré  en  w^,  m.i...  w,^  ,  l'argument  oji  esl 
égal  à  un,  et  comme  0=0  est  de  degré  ///„  ni^...  in„,  les  équa- 
tions c;^,  =  o,  Çi  =  o...  auront  /»„  ni^...  m„  solutions,  chacune 
correspondant  à  une  racine  de  G  =  o. 

On  a  vu  que  deux  équations  de  degrés  in^  et  m^  admettaient 
Wq  //il  solutions,  donc  d'après  la  théorie  précédente,  trois  équa- 
tions de  degrés  ///„,  m^,  m.y  admettront  ///„  ///j  ///^  solutions  et 
ainsi  de  suite,  ce  que  nous  avons  déjà  démontré  autrement. 

19.  Théorème  de  Jacobi.  —  Soient  /■,.  /j...  /;.  des  polynômes 
entiers  en  .l\,  x.,...  .r„  des  degrés  m^^,  i>ii...  iii,^  respectivement, 
soient  ///j  m,...  ni„  =  a  et 


?f'  +■ 

-^.■■t^+A::+. 

.+^t 

?:■+■ 

■^^-■■^+'^t:"+- 

■■^'■.^ 
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les  a  solutions  de 

(,)  /;=o,     f,  =  o...     /;,=o, 

que  nous  supposerons  distinctes  et  bien  déleiTiiinées.  Soient 
Xj  =  o,  X2=:  o...  'X„  =  o  les  résultantes  en  ./i,  .r^...  j"„  de  ces 
équations  ;  il  existera  des  polynômes  A/y  tels  que 

(^)  / 

)y  en  général  étant  de  degré  u.  —  w,  . 
En  différentiant  ces  équations,  on  a 

(3) 

'  o  —  ), 

Posons 

D,-  =  D  (ai/,  22/...  a,,,), 
A,-  =  A(ai,-.a2,-...a,„), 

x;  i^,j)  =  x;^, 

F  et  G  désigneront  deux  polynômes  entiers:  nous  poserons 
encore 

F  (a,/,  a/...  a,„)  =  F,-, 

G  (a„-,  Q!2/-..  a,,/)  =  G,. 

Nous  observerons  maintenant  que  le  déterminant  A,  en  vertu 
de  ('2),  est  nul  pour  toutes  les  valeurs  de  .r  qui  annulent  les  X, 
sans  annuler  les  f;  ('))  montre  <pie 

(4)  X'i,X'o,-...X',„  =  AJ)/. 

Divisons  F   par  Xj,  soit  Qi  le    quotient,    divisons  le  reste 

F 
par  X2,  soit  Qo  le  quotient,etc.;  en  décomposant    „     . rr—  en 
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éléments  simples,  on  a 

V  _    Q,X,-f  ...4-Q,.\„ 


\jX,...X„      ~  XjX,...X,. 

Z  (•'•i  -  ='"•)  ^-"i  -  «^'  )•••  -^'"  -'^'^^-  - 

Dans  cette  formule  faisons  F  =  (îA,  si  l'on  oi)sei've  rpie  A  est 
nul  pour  toutes  les  valeurs  de  ./■  ((ni  annu!<'iil  les  X  sans  an- 
nuler les  f,  on  aura  seulement 


XjX,...  X, 


,X.,...  X„    ^Zu  (•'■.  -a./)  (.r,-a./)...  X^X',, , 


Les  deux  membres  de  celle  forirnde  pour  des  valeurs  suffi- 
samment grandes  de  .ri,  .r^...    sont    développahles    suivant  les 

puissances    de  — ;— ,    — ...  et  leui's  produits,  le  premier  terme 

du    second   membre    ne  donne  pas  de  terme  en  ;  en 

'  x^.r,....r„ 

égalant  alors  les  coefficients  de  ce  terme  dans  les  deux   mem- 
bres, on  aura  des  formules  intéressantes  telles  que 

^  .r,....r„     ''"'■"    \^\.,...\n    ^2^  X'i,  X'2/  ...    X',„ 
ou,  en  vertu  de  (\), 

C'est  la  formule  de  Jacobi. 

A  est  de  degré  S  (jjl  —  m)  =n'i — 'Lin  ;  si  donc  G  est  de  degré 
inférieur  à  2:  w  — n  degré  de  D,  le  premier  mendirc  sera  nul  et 
on  aura 


20.  Les  fonctions  symétriques. —  <>n  a|)|)ellc  lonclions  symé- 
triques des' solutions  des  équalions(  1  j  (nous  conservons  les  nota- 
tions du  paragraphe  précédent)  une  fonction  des  a  qui  ne  change 
pas  quand  on  change  a,, ,  a.>,. ..  a,„en  a,^,  ajy...  a,,^  respectivement. 


LES    FONCTIONS    SYMETlilQUES  /,  I 

Les  formules  (5)  et  (6)  font  donc  connaître  des  fonctions  symé- 
triques en  fonction  des  coefficients  des  /.  Voici  d  autres  exem- 
pies  : 

Désignons  pai'  Wi  =  i ,  ^2»  w.;---.  w,^=  .r'^'*  x'I'i  ^  '...  .r'^'n  ~  ' 
les  u.  termes  de  la  forme  ''^  ■''{■■•  ■'■,';"ii  ^-^  â,...).  sont  respective- 
ment moindres  que  ni^,  in.,...  ni„  et  considérons  le  détermi- 
nant 


)ù  Wy  désigne  la  valeur  de  w    pour  .ri  ^  a,y  . . . ,  .t,^  =  y.„j  ;  il  est  de 


degré  —   (^  m  —  n)  et  Q-  est  de  degré  {). 
degré  de  Dj,  Do...  D,^ ,  on  a 


n)    u-,   c'est  le 


Q'- 


DjD,...  D., 


Zj 

D, 

Zj 

t>t    ■ 

"Zj 

L>i 

V 

tOj,'  (0_ 

'  V 

(.<)'-■>; 

V 

lO-.,-  OJ;i, 

0/ 

iiJ 

0/ 

Zj 

13/ 

Or  en   vertu   des    formules   (j),  (G)    de   Jacobi,  tous  les  élé- 
ments du  second  memi)re  à  gauche    de  la   diagonale  sont  nuls, 

cc'.ix  de  la  diagonale  sont  de  la   forme  )i^  ■-— ^,    G    désignant  un 

polynôme  de  même  degré  que  D,  le  coefficient  de dans 

X.  a'.,... 


-^^ — ^T ^^ — ■  étant  g  on  a  par  suite 

o2  —  D,r).,...I),Jl  o-. 


et  les  g  ne  dépendant  que  des  coefficients  des  termes  du  degré 
le  plus  élevé  dans  les   /'  on  peut  poser 

o2  =  XD.IX,...  D.,  , 


A-  ne  dépendant  pas  des  a,  en  effet  s'il  en  dépendait,  ce  serait 
une  fonction  rationnelle  de  degré  zéro  ne  pouvant  pas  devenir 
infinie  pour  des  valeurs  finies  d(^s  a  ce  qui  est  ahsiirde. 
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ai.  Nouvelle  méthode  pour  former  la  résultante.  —  Conser- 
vant les  notations  des  paragraphes  précédenls  et  désignant 
par  /;,  un  polynôme  de  degré  m^,  faisons  le  produit  des  déter- 
minants 12  et 


o\ifo,=f^  (a,,,  a,,...);  nous  aurons 


II U, 


Il  foi  =  H     ou       /^^,=L  H, 


H  désignant  le  déterminant  dont  l'élément 


d  est 


et  par  suite  calculable  par  les  formules  (  j)  (G)  de  Jacobi.  Or 
n/o,  =  <)  est  évidemment  la  condition  ptjur  que 

^  =  o.       /;  =  o,...       ^  =  o 

aient  une  solution  commune.  Malheureusement  cette  méthode 
suppose  ([lie  l'on  ait  formé  les  résultantes  et  les  multiplicateurs 
des  équations  (  i  ).  Aussi  est-elle  plus  curieuse  qu'utile. 


22.  Les  fonctions  interpolaires.  —  Conservons  toujours  les 
mêmes  notations,  on  peut  poser  (en  vertu  de  la  formule  de 
Taylorj 


(7) 


fi=lx,-oc,  )/^,+...(.r„-a:„,)/y, 


f{^  désignant   des  polynômes  entiers    en  ./•,,  .r.,...    7.^,  a, 
cela  d'une  infinité  de  manières.  Si  l'on  fait  alors 


i>, 


Pu        f\,...       fi,a 


/•'M        /■' 


Pnn 
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envertude  (7),  Ij  s'annulera  pour  les  valeurs  des  a  qui  annulent 
les/',  excepté  pour  .rj  =a,^,  ./.,  ^=  ol^j...  et  si  Ton  fait  .r,  =  a,j, 

.r.,  =  a.,,...,  /y,   se  réduira  à  --,— —  fn  sorte  que  l'on  aura  c,-  =  i. 
-j      '',k  g^5(^.^  1  -j 

Si  Ton  considère  la  somme  li-\-'i,...  H-  Ç;^. ,  cette  somme  se 
compose  de  termes  de  degré  1 /« —  n  au  plus;  ceux  de  degré 
supérieur  à  zéro,  en  vertu  du  théorème  de  Jacobi,  ont  des 
coefficients   nuls,    donc   ^  ç,   est  indépendant  des  .r,    or   pour 

./i  =  aj,,  Xo  =  aj,,...  il  se  réduit  à  l'unité  d'après  ce  qui  pré- 
cède, donc 

(8)  ï,  +  ;.+  ...  i,  =  i. 

Si  l'on  considère  le  déterminant 


il  est  évidemment  nul,  en  vertu  de  (7)  donc 

Aj,  \i.,.  désignant  des  polynômes  entiers  en  .ri,  .r,...  si  l'on  fait 
y=  1,  '2,...  a  et  si  l'on  ajoute  les  formules  obtenues,  on  a  en 
vertu  de  (8) 


/ô- 

f„  'Otl/ ,  24 

•••).Au- 

•    f'.n 

A. 

Pu- 

■    fhn 

A. 

/■■'ni. 

..  /ï„„ 

^--^l:I +•••/;,.;.     (mod /;./;..,/;,): 

ef  S'  /"o  t's^  de  degré  inférieur  ii  Wj  ///j...  m,;,   en  vertu   du  théo- 
rème de  Jacobi  les  a  seront  nuls,  et  Von  aura 

/o  ^^  A)m  +  ■••  /o;^  ?:*• 
Ze5  ;  so/jr  linéairement  indépendants;  si  l'on  avait  en  effet 

"1=1  +  «2^5- ■•  +  "«;"  =  t) 
on  en  conclurait  pour  ./'i  =  a^^  .i\>  =  a_)j   ... 

"ji  =  o  ; 
tous  les  a  sont  donc  nuls. 
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//  en  rrsii/tc  fjiic  si  l'on  a  idcnti(jiifiiicnt 

(I,-   xcra  cgal  a  hi 
On  a 

ir-  =  h  ^r^j  =  O,         (niO.l  /•„  /;...  fn), 

car  (m  ineltant  ;,   ;^   sous  la  foniu- 

//,;i  +  ...  r/.,î,, +  À,/;  +  >,/...., 

et  en  annulant  les  /'i  en  ohsci-vaiit  que  ^j^y  est  toujours  nul  pour 
/  diffèrent  du/,  et  rgal  à  un  pour  /  =/  quand  les  ,r  sont  (''o;aux 
à  ai,  a>,  ...  ,  on  voit  que  dans  le  premier  cas  les  a  sont  nuls 
(!t  dans  le  second  ils  le  sont  encore  excepté  ai  qui  est  égal  à  i . 
En  général,  on  voit  que  toute  fonction  nulle  en  tnénie  temps 
que  les  f  est  de  la  forme 

Al,  ).j  ...   flésif^nant   des  polynômes   entiers,    elle  est  lUjuivalente 
Cl   o. 

La  résultante  des  équations 

f,  =   0,  f,    =   0...  fa   =  0, 

peut  se  mettre  sous  la  forme 
or, 

^/o.•••  ^.  -u.yU  f'>{-jf;  +  ji:-^  -f~) 

s'annule  en  même  temps  que  les  /",  on  a  donc 


Uf.-f,Uf,:    y-^^...j=  >.J,  +  A/,  + 

Ài,  Aj...  désignant  des  polynômes  entiers  en  ./■,  donc 

n/o;  =  ),„/;,  +  ... +)„,/■„. 

ce  que  l'on  savait  déjà. 


UKSCLTANTE  \'i 

Tout  ce  (jui  vient  d'ctrc  dit  jitsf/u'ici  suppose  que  les  /"=  o  ont 
leurs  [j.  solutions  bien  déterminées  et  (/uc  les  Î3,  sont  différents 
de  zéro. 

On  peut  remplacer  les  roiictions  '£,;  par  d'autres  12^  ipii  leur 
sont  équivalentes  (mod/"i,  /ô...  /"„  )  et  définies  par  la  formule 
oljtenue  en  remplaçant  dans  le  déterminant  que  nous  avons 
appelé  il,  lesoj,y  par  les  w^  et  en  divisant  le  l'ésultat  par  il.  Les 
fonctions  12,  jouissent  des  propriétés  suivantes  que  nous  nous 
contenterons  d'énoncer. 

Elles  sont  linéairement  distinctes. 

On  a 

iii4-a, +  ...  a,  =r  I, 

et  en  général 

/; =^l^il +/o/ir--  +  u  ih .  (mod  /;.  f,...). 

Celte  formule  se  déduit  de 

/[j,       Wj,       OJ.,...       r,y 


le  déterminant  s'annule  avec  les  /"et  l'équivalence  se  change  en 
identité  quand  /ô  ne  contient  pas  de  termes  divisibles  par  .'i'"', 


L>r  =  t)/  ,        L>,  Q^  =  o. 

•2j.  Résultante.  —  Son  expression  explicite.  —  Conservons 
toujours  les  mêmes  notations  et  désignons  en  outre  par  c, ,  Çi  ... 
^n  ;  'îH-  I  fonctions  de  .i\,  x.y  ...  ./•„  des  degrés  m^,  m  y  ...  m„ 
respectivement,  m^  n'étant  supérieur  à  aucun  des  nombres  nii, 
m.2  ...  m,i,  désignons  par  cp/,.  des  polynômes  définis  comme  les 
f{,^,  au  moyen  des  relations 

(9)  ?<■  —  ?//•  =  C^l  —  ^li  )  ?/l/  +  •  •  ■  i-^n  —  V-ni)  O/m 

'y,j  désignant  pour  abréger  ç,  (x^y,  x,^  ...  a„yj,  puis  formons  les 
déterminants 


?!)' 

?1--- 

?" 

?/01 

?Al- 

••  ?;u 

?'02 

^'12 

"!'n2 
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0;  ne  change  pas  quand  on  remplace  la  première  ligne  par 
?o/  >  ?i;  •••  J<'n<"  '1  '^st  de  degré  iw,  —  n  par  rapport  aux.r  seu- 
lement, ou  par  rapport  aux  a,y  seulement  ;  de  plus  il  est  facile 
de  voir,  en  vertu  de  (»)  et  (-6)  que 


;„,    £i  ...    désignant  des  constantes,   en   sorte   que  si  0,,  est  la 
,'aleur  que  prend  0/  pour  .ri  =  x^t,  .r.,-=  x,,  ...  on  aura 


(8) 


Dj  "•"  D, 


posons  e  =  I±  0„  0,,  ...  0.,,, 

Considérons  alors  le  déterminant 


DjD,...D^ 


D,      I),   • 

0.. 

-Dr 

0.1    0... 

lultiplions-le   successivement  par    le    déterminant    que    nous 
v'ons  appelé  ii  au  paragraphe  -20  et  par 


D,D,...D,, 


(Un     oj|.,  lu  II 


Ui     13., 


En  appliquant  chaque  lois  le  théorème  de  Jacobi,et  en  obser- 
vant que  nous  l'avons  ainsi  multiplié  par  ■  qui  est  indé- 
pendant des  cLij,  on  voit  que  — — -  est  indépendant  des  a,-,  ;  or,  il 
s'annule  quand  Ooi.  9n.  •••  'rm  sont  nuls  à  la  fois,  et  d'ailleurs 


Xii,  ao),  ...  x„i  soiil  ai 
\)yc>  la  résiillaiilc  de 


III), 


fa.l. 
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Or  si  l'on  suppose  que  les  équations  (9)  contiennent  une 
inconnue  .r^  et  qu'elles  conservent  leurs  degrés  par  rapport  à 
cette  inconnue  il  est  facile  de  vérifier  que  6  est  bien  du  degré  u. 
en  j-r,.  C'est  la  résultante. 

■i\.  Étude  des  propriétés  de  la  résultante.  —  La  résultante, 
dans  la  dernière  méthode  que  nous  avons  donnée,  se  présente 
sous  la  forme  0  r=  o  et  0  est  une  fonction  entière  des  coeffi- 
cients de  cpo!  ?i  •••  ?»  <?t  <"6s  coefficients  y  entrent  sous  forme 
de  déterminants  comme  dans  les  fonctions  ç|^.  En  particulier 
si  A,|,  Ai2...  A,-,i  désignent  les  coefficients  de  ■t\"'i,  .r.,'"'' ...  dans 
o,,  0  renfermera  le  déterminant  IzhAjj  ...  A„„.  Le  détermi- 
nant 0  n'est  évidemment  déterminé  qu'à  un  facteur  numérique 
près,  mais  si  l'on  désigne  par  0„  ce  que  devient  0  quand  on 

suppose  Oq^=  I ,    sera  parfaitement  déterminé   et   c'est  ce 

rapport  que  nous  appellerons  le  résultant  de  c^„,  o^  ...  cp„  ;  nous 
le  désignerons  par  R. 

Nous  désignerons  par  (>)■  un  argument  quelconque  .r^'^x^^j:-,-:... 
et  par  ay,  son  coefficient  dans  Oj. 

Pour  calculer  les  solutions  communes  aux  équations 

(9)  ?0  =  O'  Ci— O,...  On   —  O, 

il  suffit  de  connaître  R. 

En  effet,  faisons  varier  deux  coefficients  «y  eta^^  de  Çi;  les  solu- 
tions ./'i,  ./•_,...  de  (9)  vont  varier,  mais  si  l'on  veut  que  R  ne 
change  pas,  il  faudra  poser 

10)  -3 duij    4-3- rfrt,7,  =  o, 

et  si  l'on  veut  que  les  solutions  ne  changent  pas  non  plus,  il 
faudra  supposer  les  w  constants  ;  en  différentiant  alors  9,  =  o, 
on  aura 

Mjduij  -\-  w/i  duiii  =:  o. 


liij 
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de  là  un  iiioYon  do  calculfr  les  oj  puiscpic  l'iiii  d'ciixest  égal  à  un. 
11  Dourra  arrivoi-  tiue  loulcs  les  dérivées  -^- — -.  soient  nulles, 
alors  au  lieu  de  (lo)  on  a 

a-R    ,  ,   ,       a^H     ,     ,      ,    ô-i{ 

-^ — -   duf    +  -2  c ^ ddij  da,k  +  ^ 7  =  o  ; 

en  éliminant  les  différentielles  entre  cette  formule  et  (i  i)  on  a 
une  équation  du  second  degré  pour  déterminer  un  argument 
quelconque,  les  équations  (y)  ont  deux  solutions  correspon- 
dant à  une  même  racine  de  R  =  o.  11  est  inutile  d'insister  sur 
le  cas  où  toutes  les  dérivées  secondes  de  P».  sont  nulles. 
La  formule  (ii)  donne  évidemment 


dR 

a«;/ 

ÔR 

aR      aR 

ÔR 

aR 

aR    aR 

^d, 

ao/A- 

àdik      bdij 

On  pourrait  déduire  de  (iij  d'autres  formules  du  même  genre 
en  éliminant  les  arguments. 

On  obtient  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  en 
remplaçant  dans  cpo  =  o,  cpi=:o,...  les  arguments  parles  déri- 
vées de  R  qui  leur  sont  proportionnelles,  nous  ne  les  écrirons 
pas. 

Lorsque  l'on  se  propose  de  faire  une  élimination  on  peut 
être  parfois  tenté  de  faire  un  changement  de  variable,  il  faut 
alors  agir  avec  certaines  précautions  ainsi  que  cela  ressort  des 
propositions  suivantes. 

Si  dans  les  équations  (9)  on  pose 


(i.) 


elles  deviennent 

*o  (  Jo  Ji  •  •  -yn)  =  o  ,  *i  =  o  .  .  .  <!>„  =  o. 
et  la  résultante  R'  =  o  de  ces  équations  est  de  la  fornit 
R,  =  R''  S''  =  o  , 
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S  ::^=  ()  désignant  la  résultante  de  ({■i)  pr-ovenant  de  l'élimina- 
tion de  y,,  //o  ...  .v„. 

En  effet,  si  les  équations  (\))  ou 

o^i'h,.  J;,  ...)  =  o.    y,(d.,„.L,...)=o,    ... 

ont  une  solution  commune  on  a  R  =  o,  équation  satisfaite  pour 
certaines  valeurs  de  '%,  à  ces  valeurs  correspondront  des 
valeurs  des  ?/  ou  de  y^  données  par  la  condition  S  =  o,  mais 
R'=^o  est  satisfaite  pour  ces  valeurs  de  i/q  qui  ï'endent  S  et  R 
nuls,  donc  R'  doit  contenir  R  et  S  en  facteur,  elle  est  donc  de 
la  forme  annoncée. 

Corollaire  I.  —  Si  l'on  multiplie  Tune   des   équations  (9) 

çi,,  =  o  par  'l  (.vi,  .r.,  ...),  la  résultante  des  nouvelles  équations 
sera  11  ço  (^i  >  ^j/>  •■•)  '1'  ipuj---)  ==<>,  tille  sera  donc  le  produit 
des  résultantes  de 

o  et  de  'L  ^  o,  o^  =  o,  .  .  .  o„  rz  o. 

lési<^nent  des  constantes,   la  résultante  de 

-)-  aon  On  ^=  o  , 
., +  '?!»  ^n   =0, 


'J|,  =  0,  Oj 

=:  0. 

.  .   o„  =  0  et  d 

SV  «„g,  a^,^ 

■■"ij 

...  dési<^uent  ( 

\ 

"»a  ?u  +  "01  ? 

(■■î) 

"lu'-^ii  +  '^11  ?1 

sera  R.  A  ;^  =0,  A  désignant  le  déterminant  X  ±  a^^,^  a,i  ...  rt„„   . 
En  effet,  chaque  élément  du    déterminant  0  se  trouve  ainsi 
multiplié  par  A. 

l'i.  Méthode  d'élimination  de  Labatie  et  analogues.  —  Si  Ton 
veut  éliminer  .r  entre  deux  équations  (p  (,r)  ==  o  et  '1/  (.r)  =:  o,  il 
suffit  évidemment  d'égaler  à  zéro  le  dernier  reste  dans  l'appli- 
cation de  la  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur  aux  poly- 
nômes o  et  ']/,  à  la  condition  que  les  équations  o  =  o,  'J/  =  o  ne 
contiennent  pas  de  paramètre  variable ,  ou  que  si  elles  en 
contiennent  on  aura  soin  de  procéder  rigoureusement,  c'est- 
à-dire  sans  introduire  de  facteurs  pour  éviter  des  dénomina- 
teurs. 

Cependant  on  peut  introduire  les  facteurs  en  question,  à  la 
condition  de  modifier  convenablement  le  résultat  obtenu  ;  c'est 
ce  qu'a  fait  pour  la  première  fois  Labatie,  sans  se  douter  peut- 
L.vl■Iîl■^T.   l/Kliniin.ilioii.  4 
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être  ù  cette  époque,  (|ue  sa  mrlliode  reiiti-ait  dans  une  autre 
beaucoup  plus  grnrrale.  Quoi  <|n  il  eu  soil,  lorsipiCllc  a  |)ai"u, 
la  luélhode  de  Labatie  avait  iiiic  valeur  incnutcsIaMc.  elle  a 
constitué  un  véi'itable  progrès  dans  la  llii'orif. 

Soient '%  et  '}i,  deux  polynômes  entiei-s,  0„,  0,...  des  fac- 
teurs fonctions  des  coelficients  de  'l^el  de  !/i  ;  soil  y,  le  (|uoliciit 
de  Oo'lo  par  '|i  et  'l-,  le  reste.  Soil  (/.,  le  quotient  de  0,  •!/,  par  '^., 
et  4'.!  Ifî  reste,  etc.  ...  Soit  enfin  '{/„  un  derni<T  reste  indépen- 
dant de  x.  Désignons  par  Pi  un  synilioie  (pie  1  on  énoncei'a 
rcsiiltarit  do.  On  aura 

%  4o  =  <•/.  '^1  +  'f.  • 

^  'K  =  <ii  '^1  +  4'.  • 

on  aura  ensuite 

R  (4„  ,  '4„_,)  =  6„  0"-  =  R  (0„_,  ■L„_2  -  7„-,  4„-,  ,  4„-i) 

car  '^n  est  le  résultant  de  'l/„-i  Rt  de  '!/«  à  un  facteur  près,  (pii 
est  une  puissance  du  premier  coefficient  de  ^d  -i- 

On  a  ensuite,  en  désignant  par  g  des  facteurs  convenables, 

R('L„_,  ,  4„^.)  =  R  (0„_;,  ••;„_,  -  Yn-2  4"-i  '  '^«-2) 
=   0"_3      7L2      R   (4->-2  .    4'.-«)   • 


en  désignant  par  a,  et  [i,  des  exposants  convenablement  choi- 
sis. On  déduit  de  là  que  U  ('!/(,,  1/,)  est  égal  à  'l^  divisé  par  un 
facteur  produit  d'expressions  delà  forme  H  0'''^>'.  Si  les  quo- 
tients (j  sont  du  premier  degré,  ils  sont  immédiatement  con- 
nus, sinon  ils  (.exigeront  (piebpu.'s  calculs  généralement  fa- 
ciles. 

On  peut  rapprocher  de  la  méthode  de  Labatie  la  suivante 
qui  consiste  à  éliminer  successivement  la  plus  haute  puissance 
de  j:  et  le  terme  constant  ;  en  procédant  ainsi  on  remplace  les 
équations  par  d'autres  plus  simples  mais  en  introduisant  des 
facteurs  connus,  dont  on  peut  débarrasser  le  résultat  llnal  ;  il 
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suffira,  pour  me  faire  comprendre,  de  choisir  un  exemple  ; 
considérons  les  équations 

ax-  -j-  hjL-\-c^=:o,  a'x-  -\-  b'x  -f-  c'  =  o  , 

on  les  remplace  par 

a' a  X-  -\-  a'hx  -\-  a'c  =  o,     a  a'x-  -\-  ah'x  -f-  flc'  m  o 
c'a  X-  +  c'hx  -\-  ce'  r=  o,  ca'x^  -|-  ch'  x  +  t'c'  =  o. 

puis  par 

{ah'  —  ha')  x  -f  ''"■'  —  c(i'  =z  o  , 
X  [{ac'  —  ca')  X  -f-  {ch'  —  hc')]  zr  o, 

on  a  ainsi  introduit  le  facteur  «c'  —  ca',  mais  si  l'on  divise  la 
seconde  équation  par  .r,  il  arrive  que  l'on  supprime  le  facteur 
introduit  et  on  est  ramené  à  trouver  la  résultante  de  deux  équa- 
tions du  premier  degré. 

II  résulte  bien  de  tout  ce  qui  a   été   dit  jusqu'ici,  que  pour 
éliminer  x  et  y,  entre  trois  équations 

(i)  o  =  o,  /  ^  o.  '1  ^  o 

il  ne  faudrait  pas  éliminer  par  exemple,  x  entre  cp  =  o  ety  =  o, 
ce  qui  donnerait  une  résultante  A=o  en  y,  puis  éliminer  , r 
entre  •]/  =  (),  ^  =  0,  ce  qui  donnerait  une  résultante  B  =  o  en 
y,  enfin  éliminer  y  entre  A  =  o,  B  =  o,  ce  qui  donnerait  C  =  o. 
Cette  équation  C  =  o  ne  serait  pas  la  résultante  des  équations 
(  i).  Cependant  on  pourrait  en  déduire  la  véritable  résultante  : 
En  effet,  A  et  B  sont  de  la  forme 

A  =  ).  Ci  +  li.  7_ ,  lî  =  V  cp  -f  p(|^ 

A,  a,  V,  0  désignant  des  polynômes  que  l'on  sait  former.  Aux 
étpuitions  (i)  on  peut  sul)slituer  les  équations 

o  r=  o,  À  o  -|-  JJL  /  =  o  ,  r  o  -)-  p'j^  rr:  o  , 
mais  la  résultante  n'est  plus  C.  On  a,  en  effet 

R  ()>o,  ixy,  '^)  r=  R  (  <f,  ■/,  J/)  R  (k,  X,  'l)  R  (o.  IX.  'h)  , 
R  {o,  ).cp  +  ,r/_,  J;)  =  R  (o.  /,  ']/)  R  [o,  ,1.  -Ij)  , 
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et  en  continuant  ainsi 
R  (o,  lo  +  a-/,  t'Y  +  p']/)  =  R  (o,  /_.  'I.)  R  (9.  u,  'h]  R  (o,  x,  p)  . 
On  peut  donc  calculer  le  factcui-  inti'oduil. 

'^6.  Équations  homogènes.  —  Nous  allons  maintenant  «'-tudier 
quelques  cas  particuliers  dans  lesquels  le  travail  de  léliuiina- 
tion  se  siniplilie. 

Supposons  les  équations 

f,{.r,,.r,  ...  .r„)=o,f,=  o.  .  .  f„=o 

homogènes  en  .i\,  ./_,...  ./■,,  ,  elles  sf)nt  en  réalité  an  —  i  varia- 
bles qui  sont  les  i-apports  de  //  —  i  des  quantités  a:  à  la  n",  la 
résultante,  ou  plutôt  le  résultant  de  /\,  /',...  f„  contiendra  en 
facteur  la  variable  non  éliminée,  et  rien  n'empêche  alors  de 
faire  abstraction  de  cette  variable.  Il  est  d'ailleurs  loisible  de 
rendre  n  équations  à  «  —  1  inconnues  homogènes,  en  introdui- 
sant une  variable  nouvelle;  on  pourra  toujours  supposer  fina- 
lement à  cette  variable  la  valeur  un.  On  trouve  à  l'introduction 
de  cette  variable  iX hoinogéncité,  de  nombreux  avantages,  l'un 
d'eux  résulte  du  théorème  suivant  : 

Le  déterminant  des  fonctions  >  lioniogèncs  /'i,  f:-.-  /'„  dr  j\, 
Xo...  .r„  s'annule,  ainsi  rjuc  ses  dcri^'crs.  en  lurnic  temps  que  leur 
résultant. 

Ce  théorème  suppose  les  fonctions  f  de  même  degré,  mais 
on  peut  toujours  faire  en  sorte  qu  il  en  soit  ainsi  en  multipliant 
quelques-unes  par  la  variable  d'homogénéité.  Soit  donc  m  \n 
degré  de  chacune  des  fonctions  /",  on  a  comme  l'on  sait 


<.. 


'    "'A=-'.#  +  .-.+--..S: 


ô.r,      '     ■••     '    ""   è.i 


Si/'i  =f.,=...=f„  =  o,  le  résultant  des /"est nul  et  récipro- 
quement ;  et  il  est  évident  que  l'on  a  (et  quand  même  les  f  ne 
seraient  pas  de  même  degré) 

è{f,,f,.  .../„)   __ 
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Désignons  par  D  le  déterminant  fonctionnel  de  l\,...  f„  . 
De  (i)  on  tire,  en  posant  fij  z=  -^~  , 

différentions  la  première  de    ces  équations    par    rapport  à  x^, 
x.,...  ■>'„  ,  (in  a 

Si  nous  avons  alors  égard  aux  relations  qui  existent  entre  les 
mineurs  d'un  déterminant  et  ses  éléments  on  aura  seule- 
ment 

1/^a.r,  a/;.  +---  +  ^"a.r,  a/;,.J 


ap 

ax., 


en  supposant /',=/!,=...  =o  et,  par  suite,  comme  on  l'a  vu  D  =  o 

àD  aD 

il  reste  -^ —   =o,  -% — ^  o,  etc.  C.  q.  f.  d. 

d.ï\  d.r.,  1 

Puisque  D  et  ses  dérivées  s'annulent  avec  les  f  on  a 

D  =  À,  /;+...    A„  fn    . 

ai)      -    , 

les),  désignant  des  polynômes  entiers. 

Le  théorème  précédent  peut  servir  à  trouver  la  résultante  de 
trois  équations  homogènes  du  second  degré  ;  en  effet  dans    ce 
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cas  D  est  du  Iroisièiiic  degnj  vl  ses  dérivées  sont  du  second;  or 
les  équations 

31)  ôD  an 

f,  =  o,l,  =  o,  /,,,  =0.-^  =  0,^  =  0,^  =  0. 

au  nombre  de  six  sont  du  premier  degré  en  .rj,  .;,|,  ,r^,  Xi  .r.>, 
•^2 '^3)  •'^3-''i-  Leur  résultante  est  celle  des  équations  /i,  f.>,  /!j  =  o. 
On  pourrait  également  trouver,  en  appliquant  la  même  nié- 
thode,  la  résultante  de  n  équations  dont  trois  seraient  du  second 
degré  et  les  autrtîs  du  ])remier  degré. 

27.  Solutions  doubles.  —  Si  les  é([nati()ns 

(I)  f]    =0.   f.,  =   o    ...    fn  =0. 

où  /i,  /.j...  f„  désignent  des  polynômes  entiers  en  ./,,  x.,..,  .r„ , 
ont  une  solution  double, Xi-|-c?.ri,  .r^ -j-r/./v,,..  devront  satisfaire 
à  ces  équations  en  même  temps  que  ./j,  ./.,...  et  Ion  aura 


(2)     . 

■  +  4^7— • 

'-l^-.+^-=+- 

. +  it .,...,  =  0, 

en  sorte  que 

è(f,.f,...p    _ 

D 

a  [x^,  X,...  .»•„) 

sera  nul  avec  les  f.  Rendons  les  équations  homogènes  par  lin- 
troduction  d'une  variable  x^,  on  aura,  si  les  équations  sont 
satisfaites 

ôA     ,        ô/",     ,       j        3/-, 
"  a^'o        '  a.j-j  a.r„ 


ô/«    ,        a/;,    ,         ,       a/;, 

lulliulions  la  première  de  ces  équations  par  — ^,  la  seconde 
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par — ^••-    Gt    ajoutons,    en    oljscrvant   que    D   =  o,   nous 
aurons  ; 

ô(a-o,  X,  ...   Xn) 

Il  en  résulte  que  silos  équations  (i)  ont  une  solution  double, 
les  déterminants  des  /'relatifs  à  n  des  variables  ./„,  x^...  .caseront 
tous  nuls. 

La  condition  pour  qu'une  solution  soit  triple  pourrait  s'ob- 
tenir en  appliquant  les  mêmes  principes,  mais  le  résultat  serait 
bien  plus  compliqué.  On  peut  cependant  obtenir  à  cet  égard 
(iuel(|ues  résultats  intéressants.  En  effet,  on  a 

et  en  combinant  cette  relation  avec  ('i)  on  a 

\^d.,+-^d..+  ....-^!fL^d.r,+  ^d..,  +  ..^ 
I    d.r-  dxj  dx.,      -  dx^  dx.,       '■         ôxj 

I  _ô£_  _M.  , 


I 

et  d'autres  équations  analogues,  d'oii  l'on  déduit  en  ajoutant 

dl)=  o  , 
ou 

En  sorte  que  les  équations  obtenues  tout  à  l'heure  en  égalant 
à  zéro  les  déterminants  de  /i,  /*o...  /',i,  ont  elles-mêmes  une  solu- 
tion double  quand  les  équations  (i)  ont  une  solution  triple.  Et 
l'on  pourrait  évidemment  généraliser. 

28.  Autre  exemple  de  simplifications.  —  On  a  souvent  besoin 
d'éliminer./!,  .r.,..,  ./„  entre  des  équations  de  la  forme 

(i)  /-.  (.r^)  =  o, /;  (.r,)  =0...  /;>(x„)  =  o, 

(•i)  o  (.rj  ,   X,  ...   Xn)    =  o  , 
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dont  les  n  premières  ne  renferment  chacune  qu'une  seule  varia- 
ble, voici  comment  on  peut  procéder.  Soit  en  général  ///,  le  degré 
de  fi  .  On  divisera  9  par/",,  soit  r/,  le  quotient  et  r,  le  reste,  on 
divisera  r^  par  ç.,  ;  soil  y,  le  (|ii()tieiil,  r,  le  reste,  etc.,  soit 
eniin  ç,  le  dernier  reste,  on  aiu'u 

?  =  /■    Vl    +    fi'l,+---    +    f,^    'In-^O,, 

'vi  ne  contiendra  plus  .;•,  (ju'au  dcurr  m ^  —  1,  .r,  (ju'au  degré 
///_,  —  i,etc.  Je  dis  que  l'on  puui-ra  reiiqjhuer  '^  par  ç,  sans  alté- 
rer la  résultante. 

En  effet,  en  appelant  a,,  a,...  des  racines  des  équations  (i), 
on  aura 

Il  o  (a^,  a....  .)=  Il  o,  (a,.  a_....  .)  . 

Désignons  par  (o,  ;=  1 ,  <oj,...  m,.  ,  les  a  arguments  de  la  forme 
'^î  ''i  ■''s---  *'"  ci.<Ci'ii,  p  <Wo,  7  <  //';;...  formons  les  pi'oduits 
G,o),,  (p,(i)o  ...  OiOJ.jt  et  opérons  sur  chacun  deux  comme  nous 
avons  opéré  sur  o,  cest-à-dire,  divisons  en  général  'yioj.^  par 
fi,  fi  ...  successivement,  et  appelons  o,  le  dernier  reste  ;  éga- 
lons tous  ces  restes  à  zéro,  nous  aurons  a  équations 


Si  entre  ces  équations,  linéaires  en  w,,  t.jj...  m.,  on  élimine  ces 
quantités,  on  aura  la  résultante  cherchée.  En  eiret  on  a 

les  qtj  désignant  des  polynômes  entiers,  et  on  a 

o,  w,  —  r/j,  f^—  ...  —  q,„  f„  =  X  Cj  oij  . 
les  Cy  désignent  des  constantes;  si  Ion  pose 

et  si  l'on  renq)lace  dans  les  équations  précédentes  .r,,  .r^  ... 
par  les  valeurs  annulant  à  la  fois  tous  les  /',  on  obtient  jjl  équa- 
tions qui  montrent  que 

II  o,  (a,,  a,...)i>  =  C  <  >  . 

ou 

II  o(«,  a,  ..)  =C  , 
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Q.  désignant  le  déterminant  des  [jl-  valeurs  que  prennent  les  u. 
quantités  w,y  quand  on  y  remplace  les  ./;  par  les  p.  systèmes  de 
valeurs  des  ./•  qui  annulent  les  /*. 

29.  Autre  exemple.  —  On  rencontre  fréquemment  en  géomé- 
trie analytique  des  équations  de  la  forme. 

dans  lesquelles  /\,  /',  ,..  /„  sont  les  demi-dérivées  de  la  fonction 
^.Uij  Xi-i-j  et  gi,  g2  ...  g  les  demi-dérivées  de  la  fonction 
:Lè  y  ./■,  .fj  ,  il  s'agit  d'éliminer  les  ./;  entre  (i)  et  ('2).  On  peut 
toujours  supposer 

(  ^1  = 'u /;  +  ^-i. /;  ■••  +quA, 

(3)        J       ^.   ='mA    +    '■../;•••    -\-r,nfn, 


les  r-y  désignant  des  constantes,  ces  formules   s'obtiennent   en 
éliminant  les  j-  entre  les  équations  de  la  forme 

/;  =  rt,i  Xj  +  ari  .r.,  .  .  .  +  a  in  -rn- 
gj  —  hji  .r^  +  bj^  .r,  ...  4-  hjn  .r„. 

Des  premières,  on  tire 

.r,=A„/;  +  Aa /',+...  +A,,,/;, 

et  A,^  =  \ji .  Si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  les  gj  on  obtient  les 
formules  (5)  dans  lesquelles  on  voit  que 


et  des  équations  (i)  on  déduit  alors 

Cil /•.  +  02 /:.  ■  ■  •    ^   <;,  i\  +  r.^,  (\ 

'-"u  oi  +  '^li  ëi  •  •  '^■^1  r-'i  +  <^>-2  oi 

OU  bien 

r„i^,  +c„^,  ...     _     r,,^,    +r,,g^ 


J<S  ELIMINATION    DANS    LE    CAS    GENERAL 

OU 

Si    \Pl^  Si         •  ) Si   Ip  I >  Si    •  •  •  I      

Si  Si 

réqualion  (v.)  donnera  aloi's,  en  posant 

.,■   fo-  f/  )    .ri 

Ol  \Ol  J    Di    ■  •  •  I  Oi  ' 

la  relation 

(4)  Xji,;+X.  ^^  ...  +X„^i  =o: 
mais  en  posant 

Si{s\^S\ )  =  s'  ^ 

on  voit  d'une  l'aron  analogue  (jue 

(5)  X,^J+  X,^^  +  ..  +X„4=o 

et  ainsi  de  suite,  les  équations  (2),  [\),   (  )j  ...   sont  du  prcniici- 
degré  en  ./'i,  .c,  ...  et  leur  résultante,  est  la  résultante  clierchée. 
La  résultante  prend    une    f'orine  qui  mérite    dêtre   signalée, 
d'abord  léquation  (2)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(6)  x^  Gj  +  X.,  Ci,  .  .  .  +  X;.  G,,  =  o  . 

Gj  désignant  ce  (jue  devient  g^  quand  on  y  change  .i\,  x.,  ...  x^ 
enXi,  X.,...X„ 

L'équation  {\)  peut  s'écrire 

\,}<Ag,.8i---)  +  ^iSi{si  •••)+  •••  =«J, 

ou 

01  ^1  +  Si*^i+  ■■■  +  S"  G,i  =  o  , 

ou  encore 

.r.  G,  (G„  G,  .  .  .)  +  X,  G,  (G,,  G,  ...)  +  ..  .    =  o  . 

ou  si  l'on  veut 

X,  Gj  4-  X.,  Gj     .  .  .  =  o  . 
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etc.,  en  sorte  que  le  résultat  demandé  est 
G,  ,    G,   ...  G„ 


^9 


(7) 


Gî  ,   Gi 

G'r'.Gr 


G'^esl  alors  une  fonction  itérative,  c'est   une  fonction    donnée 
par  la  formule 

g;(X,  .X,  ..)=G,  [Gr'(X,  ..),Gr'...j. 

La  formule  (7)  donne  comme  cas  particulier,  l'ensemble  des 
plans  qui  ont  les  mêmes  pôles  par  rapport  à  deux  surfaces  du 
second  ordre,  l'ensemble  des  plans  principaux  d'une  surface  du 
second  ordre. 

(7)  présente  évidemment  cela  de  remarquable,  que  1  on  peut 
y  faire  le  changement  de  Xj,  Xi...  en  ('r,  (X^,  X,  •■■)■, 
G2  (Xi,  X2 ...)...  sans  quelle  cesse  d'établir  la  même  relation 
entre  les  X. 


3o.  Étude  d'une  équation  remarquable. 
cas  particuliers  de  l'équation 


Un   rencontre  des 


(0 


/il  +  «PU  '  /12  +  •'*ni2 /i'i  +  *'nl" 


dans  une  foule  de  questions  d'analyse,  de  géométrie,  de  méca- 
nique et  de  physique  mathématique.  On  a  f'/j  =^/),,  g'y  =  o'};,  et 
les/;,. 


comme 

les 

»'J 

sont  in 

dépend 

ar 

its  de 

f- 

fr- 

=  ^  Oj  ■*•.  jcj 

~~    1     bx,     ■ 

0=    V 

g< 

1 

/  .r,  X 
h' 

èx; 

et  nous  appellerons  A  le  premier  membre  de  l'écpiation  (i). 

11  s'agit  de  trouver  la  condition   pour   que   A  =  o  ait  une 
racine  double,  triple...  ;   pour    cela   il    faut  exprimer  que   les 

e<|uations  A  =  o,  — -, —  ^=:  o,...  oui    une  racine  commune.    Les 

'■  as 

procédés  généraux  se  simplifient  dans  le  cas  actuel,    cpiand  on 


b(»  i:limination   dans  li;  cas  (wcnkhal 

•suppose  les  /y,  et  les  gij  réels.  On  a  en  effet 

(    o  =  (/;,  + >,,.)|^  +  ^.. +  (/■„. +  »,,.,)  1^ 


et,  en  différcHtianl  par  rapport  à  s, 

d/ii  afin 

De  ces  formules  on  tire  en  les  ajoutant  après    les  avoir  niulti 

pliees  respectivement  par -VTT-.    -^7~  •  ••• 
o/ii         o/,_, 

Si  donc  A  et  A'  sont  nuls  à  la  fois,  on  aura 
dA_  _ÔA    _ 

-^^  'dfu    ô/;, -"• 

ou 

/  ÔA         âA  \ 

et  plus  généralement 

/  ÔA  ÔA  \ 

et  comme  1  équation  en  —  a  aussi  une  racine  double  ; 
ri  ^^        ^^        \ 
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Si  donc  l'une  des  formes  /*  ou  g  est  définie,  la  condition  cher- 
chée se  met  sous  la  forme  dune  somme  de  carrés  tous  positifs 
et  se  décompose  en  n  équations,  et  même  en  n-  équations  qui, 
bien  entendu,  ne  sont  pas  toutes  distinctes. 

11  est  bon  d"()l)server  que  les  déterminants 

_ÔA       J)\_         è\ 

dans  le  cas  où  l'on  a  A  =  o,  sont  proportionnels  aux  valeurs 
de  oTi,  X.,  ...  .l'n  tirées  des  équations 

{fn  +   6^^,.  )  .r^  +    .  •  •    (A"  +  *o-ln)  •*•«  =  O, 
[fni  +  Sg„,)  X,+    ...    [fnn  +  «n,.)  .^n  =  O, 

qui  reviennent  à 

en  sorte  que  les  équations 


■      -.  1=0,      /"  =:  o 

donnent 

f  (j-j,  .r,. . .  Xn  )  =  o,         g  (.rj , . . .  .r„  )  =  o. 

L'interprétation  géométrique  de  ce  résultat  est  que  si  l'équa- 
tion qui  détermine  les  points  qui  ont  même  plan  polaire  par 
rapport  à  deux  surfaces  du  second  ordre  a  une  racine  double, 
un  de  ces  points  appartient  aux  deux  surfaces  et  en  ce  point 
les  surfaces  ont  même  plan  tangent. 

Le  cas  particulier  où  ^  =  .^1+^2 -(-•••, +  î'h,  auquel  on  peut 
ramener  le  cas  général  au  moyen  dune  substitution  linéaire  est 
particulièrement  intéressant. 

Car  l'équation 

'_ô_A_    _aA_ 

se  réduit  à 


m-m 


+ 
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d'où  l'on  conelnt 

.■I  r.ni  voit  (|n.'  li.ii^  les  iiiin.Mirs    de  A  soiil    imls    i|ii,'ni(l  A  =  o 
a  une  racine  doiilile. 

Mais   étudions   la  (|ues(ion  pins  à    fond  ;  ilans   le  cas  actuel 
on  a 

dA 


^--m=n^: 


Si  A  a  un  l'acteur  de  la  l'orme  (s  —  .s,,)"  ,  A'   aura    un   lacleur 

de    la    forme   (s  —  -O*""'   et  comme  -^-7-   s'annule,   le  premier 

0/1,  "^ 

membre    de    l'équation   précédente  admet  le  facteur  (.s  —  8^)^,, 

/  ôA   \- 
si  a  =  }  les     ■^-—  1    admettent  ce  facteur,  ce  qui  est  ahsurde  si 

les!    -■        I      nadmeltent    pas    le    l'acteur    (s  —  s„)''  ;     et    alors 

les  37—  admellenl  le   facteur  (.s  —  Sf,)'-.    Si  a  =  ',  les  -rrr-  ad- 
ofii  '■"  df\i 

mettent  le  facteur  (5 —  5q)^,  etc.  En  sorte  que  si  A  =0  a  une 

racine   d'ordre    a,  ses  mineurs  égalés    à  zéro  ont    une   i-acine 

d'ordre  a  —  i . 

Mais  alors  les  mineurs  des  -^-p-  ont  un  facteur  d'oi'dre  a  —  -i, 
et  il  est  lacile  de  voir  que  tous  les  mineurs  du  second  ordre 
de  A  ont  le  même  facteur  (s  — -n)'' ""  '"  :  en  effet  on  a 

ô-A  ÔA      ÔA         /  ÔA 


^fu^fn  àfu    àf)j         \df,j 

ce  (pii  met  le  théorème  (>n  évidence,  iùi  conliuuaid  ainsi  on 
voit  que  la  condition  pour  que  A  =  o  aits^pour  racine  dOrdre  a, 
est  que  les  mineurs  d'ordre  a  —  i  de  A  égalés  à  zéro  admettent 
la  raciiH'  .s,,. 

L'équalion  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  discriniiiiani  de 

f{x^,X.,...Xn)-S   (V+X,2+...+.r2/'),       /^  <  « 

conduit  à  une  discussion  et  à  des  conclusions  analogues;  on  la 
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reTicontre  dans  la  théorie  des  rayons  de  rourhure  principaux  et 
dans  la  déleriiiination  des  sections  circ^nlaires  des  surfaces  du 
second  ordre. 

>i.  Discriminants.  — On  appelle  discriminant  d'une  fonction 
homogène  /'et  entière  de  .rj,  .ro  ...  .r„  le  premier  membre  de  la 
résultante  des  é(piations 

0/  0/  0/ 

-K^  =  o,        — f_  =  o...        -J-  z=  o. 

OX^  dx.,  ÔXn 

D'après  ce  que  l'on  a  vu  (p.  52),  lorsque  le  discriminant  d'une 
fonction  est  nul,  ses  dérivées  sont  nulles  pour  ua  système  de 
valeurs  des  variables  ([ni  doit  anTiuler  le  déterminant  dont  l'élé- 

nient  o:énéral  est   -^ — r —  ,  ce    déterminant  est  le    hessien  de  la 

"  axi  oxj 

fonction  /'. 

Le  discriminant  d'un  produit  est  nui.  Mu  effet  soit 

f=uv: 


du 

-^«■ 

a.r., 

'■^-.^'. 

Si  donc,  la  fonction /'contient  plus  de  deux  variables,  les  équa- 

-\ /■  -^f 

tions  ^ — =o,   5 — =o,  ...auront   une    infinité  de  solutions 
^x^  ox., 

car  elles  seront  satisfaites  pour  u  =  o,  v  =o,  leur  résultant  sera 

donc  identiquement  nul. 

Si  la  fonction  /'ne  dépend  que  de p  i'nriables  u^,  ...  «„,  p  étant 
inférieur  à  n,  son  discriminant  est  encore  nul. 

En  effet 

ô.r,  ~  d'/j     ^x^         '"        eu,,    àx^ 

èf  ô/- 

et   -^-  =o,  -^—  =r  o   ont  encore  une  infinité  de  solutions   à 
ôx^  ôx., 

savoir  celles  de -^  ==o,-^  =  o....  -^   =  o. 
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)'^..  Propriétés  des  solutions  communes.  —  <'ii  sait  (|ii<'  le 
nombre  des  tenues  X  (iii.n)  diiii  polyiiùiue  du  dej^ré /// à  /< 
variables  est  donné  par  la  loi-imile 

y  (m,  n)  —  -^ ■ —  — 

m  1  n  : 

Je  rappelle  rapidement  la  démonstration  de  ce  théorème.  Le 
nombre  N  (/«,  n)  est  le  nond)re  des  lermes  d  un  polynôme  homo- 
gène du  degré  ///  à  «  -|-  i  variables  .7(,,  .i\  ...  .i„.  Le  nombre 
total  des  lettres  qu'il  contient,  en  comptant  a  fois  une  lettre.?"' 
qui  y  entre  avec  l'exposant  a  est  /«N  (w,  n).  Alors  une  lettre  .r^, 

par  exemple  y  entre  — ^^  X  (///,   //    fois.   D'un   autre  côté  si 

des  termes  qui  contiennent  ./^,  on  rcli-aiiche  cettt;  variable,  ce 
seront  les  termes  d'un  jxilyiiôiui-  dn  degré  m  —  i  à  /*  +  i  va- 
riables et  ils  contiennent  .i\.  j fois. 

On  a  donc 


X  fw,  TÙ  = ; — ■  N  (j)i  —  I .  u^  4-  rs'  (w 

n-\-i 


77?   +  " 


et  en  observant  que  X  ('  i ,  n  )  =  ?(-(-  i , 
on  a 

,  (m-f  »)! 

>  'm,  n)  =  j — ,'—  . 

m  1  n  . 

On  pourra  donc  assujettir  un  polyn(')me  du  degré  w  à  n  varia- 
bles à  N  {fn,n)  conditions,  par  exemple  à  prendre  N  [m,  n)  sys- 
tèmes de  valeurs  données  pour  N  (/«,//)  systèmes  de  valeurs 
des  variables. 

Les  solutions  dun  système  d  é(piations  en  .r,,  ./•_>  ...  x^ 

(i)  A  =  o,       f,  =  o...        f„=o 

des  degrés  /??,  ,  m.  ...  /»„  respectivement  sont  multipliées  par  t 
quand  on  multiplie  par  n  les  coefficients  des  f  qui  sont  de 
poids  a,  les  valeurs  des  inconnues  sont  donc  des  fonctions  ho- 
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mogènes  en  poids,  isobariques  comme  on  l'a  dit  quelquefois, 
des  coefficients. 

Si  dans  une  équivalence  prise  suivant  les  modules  /"j,  f^  ...fn, 
on  remplace  x\,  a.> ...  0-^  par  les  éléments  d'une  solution  de  (i), 
cette  équivalence  se  change  en  une  égalité,  puisque  les  modules 
deviennent  rigoureusement  nuls. 

L'équivalence 

[i]  'f  (xj,...)  =  '^fii  +  oP'r--  +  ?;-  2;x 

où  les  il  sont  des  polynômes  réduits  et  les  cp,  des  constantes 
montre  alors  que  toute  fonction  entière  d'une  solution  est  équi- 
valente à  un  polynôme  entier  par  rapport  à  cette  solution  et 
dont  le  degré  par  rapport  à  Xj  est  m^  —  i ,  par  rapport  à  x.2  il 
est  ni.2  —  I ...  ;  et  il  faut  bien  remarquer  qu'en  vertu  du  théorème 
de  Jacobi,  le  second  membre  de  [i)  s'exprime  en  fonction  des 
coefficients  des  f;  les  solutions  elles-mêmes  n'y  apparaissant 
que  virtuellement,  et  seulement  par  des  fonctions  symétriques 
expi'imables  en  fonction  des  coefficients  des  f. 

La  même  chose  a  lieu  pour  une  fonction  rationnelle  quel- 
conque. En  effet  soit -;—  une  pareille   fonction,  on   peut    poser 

et   par  suite  g'i^  =  i  pour  jti  =  x,    ...  donc  go  est  équivalent 

à  — j—  et  par  suite  est  équivalent  à  une  fonction  entière  de  même 

nature  que  o. 

Les  solutions  d'un  système  d'équations  ne  peuvent  pas  être 
choisies  arbitrairement  comme  les  solutions  d'une  seule  équa- 
tion. Et  en  effet  le  nombi-e  total  des  coefficients  distincts  de  n 
équations  des  degrés///,,  ///o  •••  '/'«  est 

K  +  »)!     I  [mn  +  n)  !         ._ 


nombre    inférieur  à   n.  lUy   m....  fn„,    nombre   des   conditions 
auxquelles    il    faudrait   les   assujettir  pour   exprimer   qu'elles 
admettent  ///,  ///_.  ...  ///„  solutions  données. 
L'équation 

f>,-f  o,...+Û.  =  I 
La.uri;nt.  L  Élimination.  5 
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trouvée  plus  haut,  et  d'autres  analogues,  donne  (m  annulant 
les  coeKicients  des  m,,  des  relations  entre  les  solutions. 

On  trouve  aussi  des  relations  différenlii-lh-s  ini|)i>rlaiile:^  enli-e 
les  solutions  comme  il  suit  : 

Reprenons  les  érpiations 

(i)  f^  —  o,f,  —  o,  ...  fn  —  o, 

où /"i,  /^j...  fn  désignent  des  polynômes  des  degrés  /??,,  /»o  ... 
rrin  respectivement,   désignons  toujours  par  D  le  déterminant 

fonctionnel 

d  (.r,,  .r,  ...  Xn) 

et  différentlons  les  équations  (i)  en  faisant  varier  les  coeffi- 
cients a,,  «2  •••  de  la  seule  f(mction  /",.  posons  enfin 


'V.  =  -|^"".  +  ^"".+  -^ 

nous  aurons 

^-.+-+^:— 

l^"'.+-+^"-=- 

-^^ —  r/.r,  +  .  .  .  +  — !—  dx„ 

ox.  dx„ 


On  en 

1  déduit 

flXi  - 

dx, 

ou 

dx, 

5/-, 

,     d  D  \    - 

D 

(.11) 


Multiplions  les  deux  membres  par  une  fonction  entière 
l'"(/',,  .'o  ...  Xn)  de  degré  inférieur  à  "^ni  —  /«,  —  //,  remplaçons 
X,,  xo  ...  .r„  par  les  éléments   a,^ ,  a^y  , ...  x„;  dune  solution  des 
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f'-quations   (1),  taisons  j  =^  i,  'i,  ...,  L/.=  IIm  et  ajoutons,  nous 
aurons,  en  vertu  du  théorème  de  Jacobi  (^  19) 

Ces  équations  constituant  un  système  de  n  équations  aux 
différentielles  totales  qui  ne  renferment  pas  les  coefficients  de 
la  fonction  f^  et  qui  a  pour  intégrales  lés  solutions  des  équa- 
tions (i),  ou  si  l'on  veut  les  équations  (i)  elles-mêmes. 

33.  Reconnaître  si  un  polynôme  est  réductible.  —  On  facilite 
singulièrement  le  ti'avail  de  l'élimination  quand  on  a  la  bonne 
fortune  de  tomber  sur  des  équations  dont  les  premiers  mem- 
bres sontdécomposables  en  facteurs  (§  23).  11  est  donc  désirable 
d'avoir  un  critérium  qui  permette  de  décider  si  un  polynôme 
est  ou  n'est  pas  irréductil^le  ;  et  dans  le  cas  où  il  n'est  pas 
irréductible,  de  pouvoir  le  décomposer  en  facteurs.  C'est 
l'objet  des  considérations  suivantes. 

Soient 

/;  (■^•1)  =  "./■.  {■^■■i)  =  "  •  ■■■fn  (.^V)  =  O  , 

n   équations  algébriques   ne   contenant  chacune  qu'une  seule 

variable,    et  que,  Y>our  fixer  les  idées,  nous  supposerons  de 

même  degré  ///,  (jui)i(|a('  cela  n'ait  rien  d'essentiel.   Nous  sup- 
poserons 

/;  (.r/)  =:  (,r/  -  a,,)  (,r,- a,,)  -  •  •  (^'^  -  a>u) 

les  racines  a^  pouvant  être  (pielconques,  de  préférence  entières 
et  positives,  mais  inégales.  Nous  poserons 


[Xi—y.ji)  fi[y.ji) 


■t  nous  aurons- 


iiij  Uik  —  — —r-, — r  "'/  ~  "TTT — ^   "'*■  I  ■ 
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Si  nous  désignons  alors  par  Çi,  ;,  •••  ^^  les  ;j. ^m"   facteurs  de 
la  forinp 


ou  p,  q,  ...  s  peuvent  prendre  toutes  les  valeurs  i,  -i,  ...  n.  Le 
produit  ;,  X^  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(0  ?,;;:=:/;(.r,)/;(.r,)  .    .  A  (x„)  E(/  . 

£,y  désignant  une  fonction  linéaire  à  coefficients  constants 
des  E. 

Les  fonctions  ç  sont  des  cas  particuliers  des  fonctions  inter- 
polaires considérées  plus  haut,  paragraphe  71.  Je  suppose  que 
l'on  ait  formé  toutes  les  équations  telles  que  (i)  et  que  tous  les 
polynômes  Z  aient  été  calculés. 

En  éliminant  entre  toutes  les  équations  analogues  à  (i)  les 
quantités  ç,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  H.  /\ /"^  .../"„ ,  on  aura 
sans  peine,  une  série  de  a-  —  ix  relations  entre  les  produits 
^,-  Çy  et  ces  relations  seront  linéaires,  et  à  coefficients  constants. 

Ainsi,  tandis  qu'entre  les  ^  il  n'existe  pas  de  relation  linéaire 
homogène,  il  en  existe  entre  leurs  produits  H,-  Ij. 

Considérons  maintenant  un  polynôme  F  (x^,  Xo  ...  x^)  de 
degré  inférieur  à  m,  on  pourra  (§  71)  le  mettre  sous  la 
forme 

(■2)  F  =  «1  ?i  +  n.,  l,  ...  +  a.^  f ., , 

ai,  flo  ...  désignant  des  quantités  indépendantes  des  x.  S'il  est 
décomposable  en  deux  facteurs,  chacun  de  ses  facteurs  pourra 
lui-même  se  mettre  sous  la  forme 

et  le  polynôme  F  pourra  encore  se  mettre  sous  la  forme  d'un 
polynôme  du  second  degré  en  Çi,  Eo ...  à  savoir 

(3)  F  =  v^.,..,..  . 

Mais  en  multipliant  membre  à  membre  les  équations  (2)  et 


DÉVELOPPEMENT    EN    SERIE  69 

on  aura  aussi 

(4)  F  =  v(^.+  «.):.i,  . 

Sous  la  forme  (4),  comme  sous  la  forme  (i)  le  polynôme  F 
considéré  comme  fonction  des  l,  sera  une  somme  de  deux  car- 
rés ;  mais  il  existe  comme  on  l'a  vu  u.^  —  a  relations  identiques 
de  la  forme 

en  sorte  que  tout  polynôme  F  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(5)  F  =  I.[ai-\-aj-\-Zz,V3ij,]çi'zj; 

les  z  et  les  mijk  étant  des  constantes,  et  les  t  sont  arbitraires. 

Sous  la  forme  générale  (5),  F  pourra  ne  plus  être  décompo- 
sable  en  deux  carrés  quels  que  soient  les  z,  mais  s'il  existe  un 
seul  système  des  z  non  tous  nuls  permettant  de  décomposer  F 
en  une  somme  de  deux  carrés,  le  polynôme  F  considéré 
comme  fonction  des  x  sera  lui-même  une  somme  de  deux  car- 
rés, et  par  suite  ne  sera  pas  irréductible. 

Pour  exprimer  que  le  polynôme  sous  sa  forme  (5)  est  une 
somme  de  deux  carrés,  on  aura  à  écrire  une  série  d'équations 
du  troisième  degré  par  rapport  aux  z,  qui  devront  être  satis- 
faites, on  rejettera  d'ailleurs  les  systèmes  où  tous  les  z  seraient 
nuls. 

Le  moyen  que  nous  proposons  pour  décider  si  un  polynôme 
est  décomposable  en  facteurs,  n'est  évidemment  pas  très  pra- 
tique, c'est  là  un  inconvénient,  mais  il  a  l'avantage  de  préciser 
l'ordre  de  la  difficulté  à  vaincre,  et  de  montrer  que  les  opéra- 
tions à  faire  sont  d'ordre  algébrique,  enfin  que  Ion  peut,  à  la 
rigueur,  les  effectuer. 

Il  serait  bien  à  désirer  que  l'on  pût,  pour  des  fonctions  inter- 
polaires quelconques,  trouver  les  relations  linéaires  qui  exis- 
tent entre  les  ç,  Çj,  mais  c'est  là  une  question  qui  me  semble 
hérissée  de  difficultés. 

34.  Développement  en  série.  — Liouville  a  fait  connaître  dans 
son  journal  une  méthode  qui  permet  de  développer  en  série 
une  fonction  des  solutions  d'un  système  d'équations  et  par 
suite  les  résultants. 
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Nous  donnerons  une  idée  de  cette  méthode   en  considérant 
trois  équations 

o  (x,  j,  z)  =z  o,  y^  [x,  r,  z)  ^  o,  i\i  [x,  r,  s)  ^  o , 

de  degrés  m,  n,  p.  Si  l'on  décompose  o,  /,  }  en  groupes  liomo- 
gènes,  on  peut  écrire  ces  équations 

o„i  (.r,  r,  :;)  +  ?m-i  {■'^^y,  2)  +  . . .  =  o  . 
'/n  {■i-,  r,  z)  +  x„_i  (.X,  r,  ;)  +  ...=  o  ,   , 

^^  (.r,  r,  3)  +  -i^_i(.r,j,  z)  +  ...=o, 

1  indice  placé  au  bas  d'une  lettre  indiquant  le  degré  du  poly- 
nôme représenté  par  cette  lettre. 

Posons  !/  -^ix.r,  z:=px,  ces  équations  deviendront 

(i)      c?,,,  (a,  p)  -h  rjr  ?'"->  («'  ^)  +  ir  ?'»-^  (a,  ;i) . . .  =  o ,  - 
{'-)      /.«(«-  P)  + =  o , 

(3)         'i,  (a,  p)   + rr   o  . 

Pour  ,r  =:  x>  ,  les  équations  (i)  et  (2)  se  réduisent  àop,„  (a, ^)  =  (), 
/„  ((X,  p)  =  o,  et  si  l'on  suppose  aj  et  ^1  solutions  de  ces  équa- 
tions, on  pourra  poser 

(i)  et  ('i)  deviendront  alors 


en  observant  que  cp„,  Uj,  ^j)  =  o,  'I/„(ai,  ^1)=- 


1  r  a^ç»,     , 

IX  I     Ô3:,2        - 


ôa.ô?.       ^"^^   '      bp,^ 


+  -^«^  +  -^^P.+  o._.(a,p,)]+  ...  =  o, 
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dans  une  première  approximation,  on  pourra  prendre 

(  ^'.  +  -^?-->- 

(4)  '  ' 

et  l'on  posera 

en  portant  ces  valeurs  dans  (i)  ^t  (*)»  on  déterminera  aj,  ^3  et 
ainsi  de  suite.  Portant  ces  valeurs  dans 

on  aura  le  résultant 
ou 

Le  premier  terme  du  résultant  sera 
Le  second  terme  sera 


^mnp—  1 


„+,(,..W^[|fe.,,  +  ^^  +  ,^,_,(,..p,,] 


Si  l'on  y  remplace  x>  et  3o  par  leurs  valeurs  tirées  de  (4),   à 
savoir 
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"'^/'(^i.-^i)  V 


^p  {^A) 


On    connaît,    par   suite,  la   somme  des   racines  de  l'équation 
résultante. 

On  déduit  de  cette  formule  des  identités  en  permutant  les 
rôles  des  fonctions  g,  x^,  ■!/.  Il  resterait  à  examiner  les  condi- 
tions de  convergence  des  séries  dont  on  a  fait  usage,  mais  la 
question  n"a  pas  été  soulevée  par  Liouville  et  elle  paraît  assez 
difficile  à  traiter. 

35.  Extension  partielle  aux  équations  transcendantes.  —  Con- 
sidérons deux  équations  quelconques  algébriques  ou  transcen- 
dantes 


(I) 


?w 


■4.  {X)  =  o. 


Supposons  cp  (x)  et  à  (.r)  monodromes,  éliminer  x  entre  ces 
équations,  c'est  exprimer  qu'elles  ont  une  solution  commune. 
Or,  les  racines  de  <p  (j:)=:  o  comme  celles  de  '}(x)  =  o  sont  en 
général  en  nombre  infini  et  aj,  cl.2...  désignant  par  exemple 
celles  de  cp  (x)  ^=  o.  Le  symbole 

•i{ct^)<l{ci,)<h{2,]... 

ne  présentera  le  plus  souvent  aucun  sens.  Dans  certains  cas 
particuliers,  ce  produit  pourra  être  convergent  ou  rendu  con- 
vergent en  divisant  chaque  facteur  -l  (a,)  par  un  nombre  con- 
venablement choisi  et  suffisamment  grand  ;  mais  dans  la  pra- 
tique, si  l'on  ne  sait  pas  résoudre  l'équation  c;  —  o,  le  procédé 
que  nous  indiquons  sera  même  théoriquement  impraticable. 
Est-il  possible  d'exprimer  en  général  que  les  équations  (i)  ont 
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une  solution  commune  ?  Je  ne  le  crois  pas,  mais  il  est  possible 
de  trouver  la  condition  pour  que  dans  une  aire  finie  donnée, 
elles  aient  une  solution  commune,  pourvu  que  dans  cette  aire 
'il  et  9  n'aient  pas  de  point  singulier. 

En  effet,  on  sait  que  pour  un  pareil  contour 


:o(a)r= 


•M^)?'W 


le  résidu  pouvant  se  transformer  de  bien  des  manières  en 
intégrale  définie  ;  la  condition  cherchée  peut  se  mettre  sous  la 
forme  suivante 

'h{oi,)'l{oi.X..'h  (a„)=o, 

ou  fi5  6) 


•!^  (^-i)  ?'  (^i 

) 

)zi 

?  (^^1) 

?{-l) 

s 

?'  (-1) 

<g 

o'{z,)z. 

?(=i) 
?'(=.)^. 

?(^2) 

?{^i) 

?  (=1)  ?(=■>)• - 

A  désignant  le  produit  des  différences  des  quantités  z^,  :■>...  ;■„ 
Cette  méthode  suppose  seulement  que  l'on  a  déterminé  1( 
nombre 
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A  1'  !•  i;  N  I)  I  C  K 

J'ai  regardé  couiiiie  connue  celte  proposition,  que  :  les  solu- 
tions d'un  système  d'équations,  sont  des  fonctions  continues 
des  paramètres  qu  elles  renferment.  Un  certain  nombre  de 
géomètres  semblent  croire  que  cette  proposition  n'est  pas  sus- 
ceptible d'une  démonstration  élénjentaire  ;  ainsi,  dans  les  pro- 
grammes des  examens  d'admission  à  1  Ecole  Polytechnique,  il 
est  spécifié  que  l'on  admet  que  les  fonctions  implicites  sont 
continues  et  ont  des  dérivées.  Je  me  permets  donc  de  donner  ici 
une  démonstration  très  élémentaire  de  cette  proposition. 

Considérons  d'abord  une  équation 

f[x,y)  =  o. 

Si  Xq,  vo  est  une  solution  et  si  -—!— ,    —L^  existent  et  sont  finis 

(ce  qui  a  lieu  si  f  est  un  polynôme),  y  sera  évidemment  fonc- 
tion continue  de  j:  pour  .r  =  o.  Fn  effet,  si  Ion  considère  lex- 
pression /'(.ro,yo  +  '^'),  on  a 

f{x,,  y,  -F  k)  =  kfy  (,ro.  r„  +  6A) ,       o  <  0  <  i , 

ce  qui  montre  que  si  k  est  assez  petit,  ({xq,  y\3~\~^)  ^^t  de 
même  signe  que  kfy  (xq,  t/q)  ;  donc  si  f'y  [xq,  y^)  n'est  pas  nul, 
fi-^o-,  Vo  —  ^')  et  f(x^,  yQ-\-k)  sont  de  signes  contraires,  or,  on 
peut  prendre  //  assez  petit  pour  que  f(xQ-\-/i,  t/o  —  k)  soit  de 
même  signe  que  fix^,  y^  —  k)  et  que  fixQ-\-h,  yQ-\-k)  soit  de 
même  signe  que  /"  (^o,  yo  +  ^"j  5  alors  f  [xo-\-  h,  y^-^-  k)  et 
f(x^~\-/i,  3/„  —  k)  étant  de  signes  contraires,  il  existera  une 
valeur  de  y  comprise  entre  yo  -h  k  et  î/q  —  ^  telle  que 
f  (■'■'() -^  /',  2/)=="-  Donc,  quand  on  donnera  à  x^  un  accroisse- 
ment suffisamment  petit,  yo  subira  un  accroissement  moindre 
que  /•,  ce  qui  démontre  la  continuité  de  y. 
Si  l'on  a  plusieurs  équations 

(  I  )  fi  ('ï'i ,Ji  >  y -2 . . .  Jn  )  =  o , . . .  f„  (.r  j  ,r  1 , . . .  r„  )  =  o 

la  première  définit  une  fonction  y^  continue  de  x^  y.,,  ...  y„  ;  en 
en  portant  la  valeur  de  yi  dans  les  autres,  on  aura 

f.,{xj,...y„)  =  0... 
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la  première  définit  une  fonction  3/2  continue  de  ^.'1  ?/,>,  ..  3/,,  et 
ainsi  de  suite,  donc  y,,  est  fonction  continue  de  x. 

Nous  avons  supposé  les  solutions  réelles,  mais  si  elles  sont 
imaginaires  ainsi  que  x,  les  équations  se  dédoubleront  en  équa- 
tions réelles  entre  les  parties  i^éelles  et  les  coefficients  de  \/'^—y, 
les  parties  réelles  des  solutions  et  les  autres  parties  de  ces 
solutions  seront  des  fonctions  continues  des  parties  réelles  et 
des  autres  parties  des  paramètres,  donc,  etc.' 

La  démonstration  qui  précède  met  en  évidence  les  cas  parti- 
culiers oîi  ces  conclusions  sont  inexactes. 

La  continuité  des  fonctions  y  entraîne  l'existence  de  leurs 
dérivées,  les  équations  (1)  donnent  en  effet,  en  faisant  croître 
.r  de  A.r 


i^-^i:f^«=°' 


formules  où  l'on  doit  supposeï"  .r,  y^...  remplacés  par  .r-i-OA.r, 

y^-r-  OA//,  ...  et  ()<0<i.  On  en  déduit  les  -^^  et   leurs  limites 

A.r 

obtenues  en  vertu  de  la  continuité  des  y  en   faisant  les  Ay  nuls 

avec  A.r. 
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